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INTRODUCTION

La question de la pollution aceidentelle des nappes 4'eaux souterraines,
gue ce selt par des polluants immiscibles 4 1'eau (pEtrole...) cu pat

des substancez mizcibles 3 1'eau (=sels...), estf une des guestions gui

scnt Aw centre des Etudes actuelles des hydrogéologues. L'analyse numea—
rique se réavéle comme wm outil tout-a-fait nécessaire dans la mod@&lisation
et la simulation de tels phénoménes pour les physiciens et lez ingénieurs

qul se congsacrent d ces gquesticns.

Ce travail constitue le bilan d'upme étude mendée au C.T.C.E.E.F. (Ministére
de 1"'agriculture) dont 1'objet &tait de simuler la propagation d'unm pol-

luant miscible & 1'eau dans une nappe captive.

Au moment d4'entreprendre ce travail, il nous a fallu avoir em tEte un
certain nomsre de donmées, certaines physiques, comme le désir d'obtendir
des résulcacs fiables & la fols sur des variables ec sur des flux,
d'avtres aon, comme la volonté de mectre en oeuvre une méthode simple

dans 507 utilisation ult@rieure et ne nécessitant pas ure infrastructure

trop lourde.

La modéligation du ph@nomine conduit i la résolution d'un svsti@me de denx
gquations aux dérivées partiellez du secomd ordre ; la premiére, stationm=
naire est du cype Laglacien ; la asconde, d'évolution, eat constitude

d'un opérateur du type Laplacien et 4"un terme de transport du premier
ordre, pour ce qui concerne les dErivEess partielles spatiales. Les consi-
dérations qui précédent nous ont amends A séparer les wariables (Eractions
die masse, piﬁﬁ&ﬂﬁtrﬁs} des flux considévds (flux dispersifs, flux ﬁa
mélange), ce qui conduit & @erire chacupne des #quations sous la forme d'un
svebéme de deux Bquations aux dérivées partielles du premietr ordre. Pour

la résclution numérique on adopte, alors, une méthode d'Eléments finis

mixtes particuliérvement siwple de maniement.

Dans le chapitre I, en trouvera une préseptation des équations et des

varithles.

Dapns le chapitre II, oa &tudiera 1l'exiatence et l'unicité de selutions

au premier systéme comme unique point-selle d'une fonctionnelle puis les



conditicns de régularité et de stabilité dv probléme approché.

Dans le chapitre III, on verrda que le deuxiZme syst@me est un svetime de
Friedsrichs, qui est bien pesé sous certaines hypothéses sur les termes
d'Echanges et les condizions aux limites. Aprie svoir exposé la méthode
d'¢léments finis adoptiée pour la résolution de ce deuxiéme systéme, on

Btudiera la stabilité des solutions du prokléme spproché.

A la fin des chapitres II ot III, sont préserntds lecs résultats nUmMErigues

obtenus pour les solutions particuligres sur lescuelles les programmes

ant &t& cestés.



lefrécentas on dn nrobldne

Houg Ztd one igf le probléme de Ia rropagat’on d'une substance
ri-elbls f 1'esu dens ume nepme cartive,

Loop

Les hrrothiren vhyslaues ado téer sont lec suiveniea:

=h¥-othize de Duruftielle entra'ne gue 1'écoulement du mél nge
rod guas’ horizontal,

-h¥ cthére du traccur iddel:l'deoul-ment du mélange est inddrendent
o la rd.arv t-on des frmeticns de mmsse dens ls napr .« Le probléme de
1'éconlencnt est alors soluble so'l.

=ctl vu rise de plus que 1'devulement est statlomnaire.
$'ina-trens de [ 8], [e] et [44] on pect fornuter coms dens [42)
le wrobléme: '

rrobleme de 17 ‘coulement dr nélange

{bllan de masse)

{1oi de Durey)

rro'léme de la ~ropapetion de la substance

by E% + Q- T‘m +div T = ce (e-ws) ¢ ':u{m..-m}

N €dt | ¥1Le (o) (billan de me se}

T .- LY 5fﬁtﬁtﬁmﬂt , ¥ €L (101 de Gispersion)
Ve €(a,T)
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I1.= ETUDE DE L'EQUATION DE L'ECOULEMENT DU MELANGE.

l.- Hotations et résultats préliminaires.

Dans toute la suite, 5 moins d"indications contraires, AL
désignera un ouvert horné de [F.'! ; de frontidre I et de classe 'ﬁi

% L'espace I-2 (L) des fonctione de earré sommable sur L muni
du produit scalaire (u, v) -‘r wv dx est un Hilbert dent la norma
asgncide est notde |u|= fLﬂ“—I ':I:‘-]Aﬂ'

% On notera ﬂ_;{ﬂ} les fonctions @ valeurs vectorielles (dans R
dent chacune des composantes appartient & I2 (fL ). cet espace mipi du
produic scalaire (§, p)= t (9e.p:) {‘I-l) = ,:’F*‘J
estiHilbert dont ou motera la nnrlne associée

&= (TP do V22 ([ (quit du )4,

* L7 (M) désignera les fonctions de carré scmmable sur I'1I pour

la mesure superficiella d o,

® On désigne par }“ , o € N y une, gquelccnque, des dérivations
pertielles au sens des distributions d'ordee & ; par exemple o désigne ;
-;._ ou ?— Bl a = |
"3'?:.., Fal"_tl

2,2 .
':551!' _37"-'-;' -3*1331. 5L o = 2
E‘{:rit m ur: enkier positif. On utilisera les espaces de Soholev
m':-pln e L (-1'-1-':‘[ 'E"‘.._r E‘L"(_ﬂ_':‘fﬂérﬂ} Avec
leur norme ]lu-!f = (‘E I | ™y )R da;)ld"i&t leur semi-norme|u| =["4‘r:j1 la""-"H"-)‘ﬁ

T s

On notera simplement par

ff-.-._..;-}_}:jdtu.'.rdi + f IS TE I Iy

Gz A JL:I"-'?_::: a%
& .
w| = 4 Qu | Yo
=t I ”_‘PIJLU. d“*—.'.E Kﬂ!ﬁ] d )
le prodeit scalaire et la norme de H4 {-ﬁ-}
* In notera ﬂ"l (ﬂ.} 1'espace (Hm{n}.:lt' menl des normes

et semi-normes ”‘-';I #m et fﬁ.!m provenant de celles de l'l""{‘-ﬂ'.:j
* On définit 1'espace

H(div 5.‘{1.]:1'[?{“{-5 L2en); divd € LILJH}
o0 divg= J "@j_h

sed B S

P (T gl ) Y

“1'.-



% Thiorémee de traces,.

Théoréme 1.1 | Lions - Magenes [~ | )

( SLdésigne un domaine poss&dant les propriétés de répgularité suivantes : [
est unc variété de elasse ‘fm. est situé localement d'un seul coté de [' .,
Il existe des opérateurs (dits de traces) linfaires continus B , ... ,

Yoo g e 1

continument différentiable dansJL , on ait :

If-ﬂ-,'l dans L.2 {(JL), tels que pour toute fonction wu, m fois

Codd = A |I" = la restriction dz u a [

LT ‘3‘:&
A = ‘a--;r!‘ M {B-|| see g 0 =1}

aii. ¥  eat le secteur normal 3 7 dirigd€ vers 1'extérieur de [L .

L'espace H (Sl ) est le noyau de Tor-===N fm--i
1} Laal
Les gspaces images "ﬁrj H Ul} sont des SOUS-ESpACESs %:2 (o)
(

En particulier \55, H‘*{_TL'E gst noOLé 1-I]"llz (M) oec E‘I:Ijlrz
etre muni de la norme transportée par Y. "

) peut

De plus, il existe un opérateur F.'II. {dit de relévement) linéaire continou
de 1'% (M) dans B () tel que B2€n = idenrits dans B2 (P ).
De la mbme fagon i1 existe-un opérateur .F_ﬂ_ de relévement linEaire continu
de H:”I (r HH”E (M) dans H2 (Il ) tel que Ef# » '.E:L,‘.In EJL =
identit® dans ]:Ij"r1 (M) o= H]'I|I2 (ry.

S e g e e, e e pTe e e e g e, e e, e e gy g

Théoréme 1.2. (Temam - [&] )

{ I1 existe un opérateur linfaire continn ‘E._, de H I:div;jl.jl dams H-I.FE Yy
L
( tol que pour toute fonction w = u_:} (=3 E"{J"L‘j: {E- I:':n"] }4.-

——

[
Cf {J_"-J = i l'["" L) f“ 8 support compact dans I'LE_}, on ait =
£ -

E 1—-.:*""'- = la restriction de w.» & _r' .

172 (™} dans

H (div;ﬂ.} i .e. tel que Y"f o EIL = jdentitd :I.E;ns 1=l|"|l2 ().

{ De plus il existe un relévement -?_ﬂ,_ linéaire continu da H

(

-

81 g & {div;.ﬂ_} et v & ]-iI {J."L} on démontre qu'om a la
formule de Green généralisgBe :

J‘AU le? daec + I“Tfjm: clae = -cfhf._.ql,'ﬁ:,u b=

(%) on note H ''° (M ) espuce dual de e (M ). on a va gue Nk ()
e L& (r) {avec i injection continue); on a donc 12 (0 ) (qui
L -
est Identifié 2 son dual) T H 1/2 (I ) (avec i? injection Eﬂntinmi.

4



ol {:; } "3'déaigne le produit de dualité eptre les espaces Hflfz (n
1/2 .
et 1 P noy,

) — e o
Or motera par la sulte = 'ﬁ.-..,J-C[ , H; (5 - T J; i ':t . ¥ CEEI'
0n va Enoncer maintenant quelques théordémes classiques concernant

l'existence, l'unicité et la caractérization d'un minimmm ov d"un poaint=selle

d'une fonctionnslle

Proposition 1.3. E 3 ]

{ Soit ¥V un Hilbert et soit J une fonctionnelle définmie dans V &

valeurs dans [ . On suppose J convexe et Gateaux - différentiable.

o

{ ALORS J est faiblement et fortement SCI (semi-continue inférieurement),

clest a dire 51 W, —e VW dana V faible (respectivement fort), alors
Jiw) &£ lindnf J (v, ),

=+ =

Théoréme |.4. [ 1 ]

{ Snit ¥V un Hilbert de norme ﬂ . Hv .

E S50it K un ensemhle convexe, fermé, nom vide de V.

{ Snit J une fonctiomnelle définie sur K & valeurs dame - .

E On suppose J convexe (respectivement strictement convexe), S5CI et vEri-

[ fiant :

E J(u)—%+= quand u €%, [[ull, —e + =

[ ALDRS

E Il axiste (respectivement un et un seul) u € K, vérifiant J (u) = inf J (u)

uf K
Théorzae 1.5, ['5]

{ Sair VvV wun Hilbert et E un ansemble copvexe de V  eft soit J une
([

( fonctionnelle défimie sur ¥ &5 valeurs dans F{ , convexe, Cateaux JdifFéE=

[ rentiable.

| ALORS u &K réalise le minimum de J sur K i et seulement ei

( .
E <I@),e-T e 30 ,¥Yer eK
{

{

o J' (u) désigne la Gateaux - différentielle de J en u.

Thgaréme 1.6.[ ]

{ Soient U et V 2 Banach réflexifs.

i Spit C QU {regpectivement D € V) un convexe fermé pon vide.

{ La fonccionnelle L : € * D—s R vérifie :



W]

VuE_ C, y V ——p L {u, v) est coneave {respectivemsnt strictement
concave), SC8

'Ip'r-.,rE D y U ——p L {u, v) est convexe (respectivement stricliement
convexe), 501

I. wérific en outre :
3 Vo € D tel que :
L I:Ll,, EU} —Tr 4 = quand wu & ¢, nu“u___pl- .

jqu C tel que :

L I:un, V] = == guand v € D, "U"Hv-—"ﬂ' + =
ALIRE @

L possdde su moins un peint-selle (u, ¥) sur C = D (respectivement wm

at un seul) et on a :

L T R s T T T T o T o S

Lu,v )€ L(,v)< LV ) Vuec, Yo e

Thioréme 1.7, [ l‘]

{ Saient U ec W 2 Banach réflexifs;
E Soient € CU, D EV des ensemhles convexes :
( La fonctionnelle L ; G % D ——p (R vérifie :
1I?"‘.--l---l. & C , ¥ —o L {u, v) est concave, Cateaux - difféSrentiable
"I;r’ v €D, w—o L {u, v) est convexe, Gateaux - différentiable
ALORS EE, v) CxD egt point-egelle de L s5i et seulement si :

<2, w-E> 30, Yuel

EE

Py, ey g gy — — — g

S o _ :
<_-¢r|';(m,v];n.r.-v‘). L0, YuveD.
Fropogition 1.8 {de REAM {.E.J }

Fn.:-it.f:l. un ouvert borné de [ et soit I = 31. B g fh}, j;_ = E"E-"'L"-‘}

i ™ |y «vay . Une condition néeessaire et suffisante pour que f = grad p,
P &J{_n,_}ﬂ.’tl' fque

{Er""? = & F v'd' € i:P‘E -ﬁ-{ﬂj,‘ d:“;b':uj

Propoaition 1.9 {DEH‘:’ - LIUHEEi] ]

{1 est us suvert borné lipschitzien de [R™ .

cn s . . . fok . 2

(i} si une distribution p a toutes ses dériviées premi@res dans L° (JL )

alors p & LE {SL) e

!
L
{
{
i
i

IPl2ey /g € o) |gvedp] aeny

{ii} 51 une distribution p & toutes zes dérivies premiéres dans H (L)

alers p & 1? (JL ) et fF‘ Lu_tf_m,.rm < () |[‘§].'“'~'L'—"[‘“ kea CTE)
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£ Le théoréme de ctraces {1.2) permet de définir 1l'espace de
Hilhert :

A {div,Riy .00 = { E:‘IL zim.dlvqe' inﬁ:l, I{.EE thr*:l }
et son produit scalaire 3

i

(13,p)) = (q4p) ,  + {divg,divp) ,  + (3.m, p.m) ,
L) Linl L (T}

% Les hypoth@ses sur les coefficients et les données du

»robléme sont raszsemblées ci-dessous :
(1.1} @ eat un domaine ouvert borné de ﬂii, de clasae 1:2,
de frontigre [ =TI W I, U I,, T, N l'j = fosii¢# j.
(1.2} Te c™(my , 5 € L7(r) wérifiemt :

a,fB >0 telsque O B <T g sur 7
1 D{E.{:Il(ugu'l‘ P-T-

(1.3) 1 g L?{ﬂ}

[ Ll:[‘}, q, = 0 sur l'll._!II‘3

B-

|...1

3

l."—_'T..!',l'}, ha'ﬂﬂ sutr T LT

| 2

| 152 1
hEEu"{r:, bl =0 sur T,UT,

On notera ces hypothE#ses les hypothzes EHi‘J. Elles seromnt suppos@es

implicitement partout par la suite.

* On utilisera le résultat de Lions-Magenes suivant i
Thécréme |.10 [4]

Scit ¢ H VYY(r) et soit f  L°(R) vérifiant

< 4,1 -thxj dx
i

{ hw = f
(n - ¥

{
{
{
{
(
[ alors le prohléme de Kewmann :
(
(
(
(
E acdmet une Eolution unigque & une comstance prés dans Hl{H}.



£, La formulation variationnelle.

On rappelle gu'on veut trouver h et a verifiant (2.1)3=(2.5)
sous les hypothEses [gf!j :

(A.0]  diw EE =1 dana &

(i.2] =0+ grad h = 0 dans @

1
(2.3} h=nh_ sur T,
e b ﬁ_r'l_ =q_ BUr I'2
o oay BT _ .3
2.3 Q.n : a_ (h ]15} suT Tﬂ-

On considére la fonctionnelle ;u_{.l[q.llicj définie sur K=K, x K,
avac E{I = { -Ej' e H (:Hv,.’é,"fwl"}, div ?f = i dang 0O ,EE = q_ sur ]‘2 }

3
K, = {n“e L) 30°=0 surr ur,}

On définit alors le probléme variatlonmel

Trouver l:?z,hc}E E tel que [_ﬁs.h.'::l suit point=selle de
(2.73 ui-[;-,if“']l gur K- i.e. viérifiant :

| =+ — -+
o (3,85 = d': (C,h°) ¢ u'{. (q,h%)

i ¢
"'-'-f-c.ik'.] A € X,

FProposiktian X.1.

Le probléme (2.7} admet une unique solution {ﬁ.ht} <z K .

c

(

. . i . -

f: e plus il existe h € H (fi) tel que (h.fi} salt solution de
{ §2.1% - (2.3} vérifiant en outre h=h sor T

q
DEmonstration.

—_—

B eaT upn convexe fermé pon vide de LIU':I .

-
-

[".1 esL un fowls ESpule dlel{ﬂ] ' l'-'.l st non vide, en effet :



I

Le prubléme fw = i dang 0
2.3 o
{ ] in I Bur ]"z
i 1 .
;_n= {J 1|:1:|-:-J‘ qsda} aur]‘ih..-']‘a
mes (I') U ['3} a ry
admet d'aprés le théordme |.10 une solution unique 3 une constante prés,
1 4 ; 2 :
dans W' (2) puisque 1 & L%(m) , %:Tu' L2y et cue J i dx =J %du ]
1] r

-+ i
Donc q = grad w € L %(a) et div _-II - i EE =g, done E appartient

-]
8K . K est fermé dans i %

En effer : soit q_~ une guite de Canchy dans ilzl{ﬂ] ' qm-&z'. 4 « Alors

2 . . -
Il existe qg& L°(Q) tal que q, * 1 dans L Emj . Le dérivation est un
opErateur eantin: dans 1'egpace des distributions done diwv 9 * div g

dana o' () et §f o ? diw q, = i entraipent div g =i .

. 2 .
ige L"{R)e== q & H{div, 2) done l'opBrateur de trace Y, linéaire continu

. - . =1f
eur H{div, [} permet de d&fipit T\.ﬁ- lim T, 4y dans H I'EE]'J d'ol
= _ m + =
q.0m =9q_ sur I'2 -
c e .
Wqe Kl y H *o{{q, H") esc strictement concave et Gateaux -
différentiable

¥ e Kz v 4 —w{{c_, H®) est strictement convexe et Gateaux -
différantiable

Fn mutre considérante :

d @, o) = %j plal e [ ndda
i r

= - r " I -+ -+ I L] &
ez définissant j hE g.n = < 'rﬁ . ‘t'||ﬂ > comme expression de la dualité
T

-1/2
H 7T} , H”E{I‘} , On & i

4
|23 aal <6 gl v all
|I h5 7.0 do| I 3 HI'FEI:F}I W H"'m(]'}

I:E] sonstante > 0)



]
EN0]
i

avec par allleurs :

(C. comstcante > O)

[lv.all _,;n =c, |la]l
Wiy TR H(div, 0) ‘
D'og
1 g 2 1
d (s, 0) agj roal” @ -cp [ [] [1v,all
i
A
| r 1 =2
NE | T :':[l dI—EICE I-lh_sll ||'5|!|
It Ridivy f)
a2 ' 2 z 1/2
35 9 -¢,c, |Ingl] ¢ |q]® + |i] )
: py  1E O 2 a) L2 (m)
quantité qui tend vers + = quand |q " - +om

L)
On & ausgi @

a
4 (0, H‘"“}=—j flm'::.z d-:|+J hias S dor
r [

qui tend wers - = guand |H.E|‘g2 = #m
L7{T)

Done di vérifie les conditiops de cocrcivité du thZorEme qui mous permet

d'affirmer qu'un couple unique (@, h"}E ¥ solution de (2.7) existe.

Le théoréme 1.7 permet de le caractériser :

(a, h) vérifie : (2.9 {a, h:}E K

Ez.m‘_nJ. %cﬁ—ﬁ*}ﬁmH [ ne (4 - 3).n do
0 T

V€ ¥k
:1.|1}J (hS - ESY (@7 - & (b - b)) do £ O
r =] 5

Y WE KR, .



T4,

Pour interpréter les relations (2.9) - (2.11), il laut Etablit

la proposition swuivante

Proposition 2.2.

{ = 1
: Boient H = il.-'fé“u.l[ﬂ} H -I;"' pradp , pe H{(R) , p=0 sur T‘l}

+ 3 .
o n Gentdin® g, dnghe bR 10 e

avege b de Crontiére T o= :'] 17 .|"2 i |."'.I [ Ty T @

(
[
[
E 4 est l'orthopupal de & daons [].Elzﬂ:l .

La I,
Bi J".é, = { 1'orthogonal de {EEHir_'.iw,mr divg = 0} esc I:lﬁl:ﬂj

BéEmonatrabian,

Soit h e ]]_,EI:E:I- tel gue (h, g} 2 =0 ') g el
L)
alors  i{h, '-T':I =0 ¥ LFE%:E} vérifiant dika' =0 .

Un résultat de de Rham (proposition 1.B) nous permet d'affirmer que
I
h = gradp ol p E &Er{ﬂ} .

0or h & szﬂ:l. la propositicn 1.9 montre que » £ HI i)
Ilm a aloxrs =
+ &+ o, -+ .
0=(h, g) =~ (gradp, B} » ¥ B €

donc en utilisant la formule de Green gEnéralisée :

[N -
0 =1(h, g) == (p, divg) * < ¥ 8, VP 7
d " oit CAE YT 0 avec y B =0 sur 1"2
| r a
d'ou ¥, b 0 =ur ]‘l

La réciproque est évidente.

[ ]
Interprétons (2.9) - (2.11).

+
{2,100 est riéalisée pour tous les q wérifiant :

g o= 0+ ,;]' aa q = fy = qr SVELC q_r'E ﬂ.zl:.rrj i d-i?qr =0 et
-

q".n = 0 sur ['.j_l._.' ]',;'I .

Dons (2.10) peut s'@crire 3

Gam o LE sl n 3 Fdo=o0

J o oS

1
a
¥ g'e [ E[E]j virifient divg' = 0

lI".E =0 sgur ', UT

2 3



[

Ky € Y% () y

1
== il axiste H* € H*{) tel qua ¥, HE = h

donc

(7R de o [ gendue 5 de o [ Mg du
e L - -

et (2.12) devient alora :

= — —F ;
(2.13) ] (2= Q + gead HY) g dwe =0

L i

P'od d'apris la propesition 2.2 @ il axistke IJ e H* ()
—ap
== sur ..1_.1_ weérifiant %_-— o4 rj"r_u,l:.t H‘i:.aa,nuui'-‘- dans L
—_—
et posant =zlars h. = -I:;+ e y le couple {Ii-.,-:_'.,'l ‘I vérifie

(2,17 - (2.4).

Une interprétation de {2,10) en prenant r.i =0 * cl' .
' '5]_2{-1] . i ’
L‘.I| L2 & wvErifiant q:b.\rt.r =
Ei".r:'? = Bur T'._
-
'1"-"‘ =-F+ I"'tu sur F.s

permet d'ferire (2.10) sous la forme

2an [ = (@ s yradHy). g dw 4 _rr, Lt R e =0

d'ci : -LFL ﬁ“‘!r_:_clllﬂ . L',’ d'l-r_ +J"Fh LE{L"L_ F.} tt-::r":'-ﬂ

d'oi: = IWFELL‘-I'C"E.!?L +‘I‘.|'"'] I_/Lt'lp}tclﬂ"'=ﬂ

e

en utilisant la formule de Creen.

Do [5 = h® sur T-L-_., = ko= L-ﬂ dur F".}

On interpréce (2.1} en premant HT= L® % HE' ; |'|:'JE W
ce qui permet 4'obtenir (2.5)
G.r = a (he-hY)  sur
Proposition 2.3
E [l existe une solution (h,Q) au probléme (2.1) - {2.5) celle déterninge

[ par la propositiom 2,1,

Clest ce que I"interpréitacion du probiléme (2.7) vient de montrer.



Le probléme (2.7) constitue uneé formulation variatiomnelle
du probléme de déparc (2.1) - (2.5) avec condicions aux limites non
homeogénes et mélézs du type Dirichlet, Neumann ou Fourier. Cependant
la diserétisation d'un tel probléme n'est pas simple puisqu'elle néces-
gite 1a recherche de solutioms explicites aux Equations de contraintes

divg—-1=10, 3.n - o, = 0 dans Sl et P;, tout entiers.

Four pallier 8 cette difficulté@ on utilisera une autre for-
mulation variationnelle, qui comsistera em la recherche d'un point-selle

d'une sucre fonctiommelle gqui int8grera dans son expreseion les contraintes.

Soilt ;ﬂ. ,'}ﬁ la fonctionnelle définie sur W = K. = Wy
q

H,L:':LcHEH{cJ-H;ﬂ;‘ﬂ’v;F\}} -1

Ky = §H= (H M) 3 H € LAY, HE€Li(n) Moo vorT
e o () = A [ A Tltdw - f (AT ) dx

< -
+Ir‘ hy g e J; H € (c"l'.l'-ﬁi}:lr

L Ht(qtﬂlnﬁjtt‘;';z‘))trr

On définit le probléme variationnel :

_.—b
Trouver e Wy i lj‘ffn - {’L'r L.r'} € Wi point-selle de
[Z2.14) sur K L.e.

vitrifiane =

_— =T k
LTy < (T H) g, %)
Vgelks , VH € K
La caractérisation de ce point-selle permet de définir le probléme varia-

tionne! #quivalent (et gui est celui sur lequel on traveillera par la

Aulbe)

—
Trouver Q E H"L

(b ke € Ky

vérifiant

[2.15) J' I v @ de ;J cLde , YR € L
L



(Z.16)

.

aar '3 -|n ‘et d -rrﬁ nd
Hﬂ’f*]'_—ﬂ-qd d.nkchq =+ IL‘} T
;Vq’&""ﬂﬂ

{2-371_{ "n'-":’a‘:f_c“‘} =a ,Yht &£ I’.L{I":Ir
rl:', r-‘c'*;-.j g P F’U;—‘E

(218 r Lr_' = e e (L"'- L'I‘J'}Ei.ﬂ--u ; "fll-“'E LECry
':| L:v:f-‘ Far r- "*-"IP":

Ly

Froposition 2.4%
{ 51 (2.13) = (2,18) admet une solution [ﬁbr t:"-.l L"}] £ W, = IIII"':".I.
::: elors elle est unique.

Cémons t'l:'ﬂ.['l_l::ll.'l.

Four montrer ce résultat il geffit de momtrer gue 1'unique solution du
probléame (2.15) = (2.18) homogéne est la aolution (D,0,0).
Sfupposcns donc que {h ke, E‘:I [ H$ = W, vérifie :

(2.19) Lwcufa'gu -0 , Yk el?cay

(2.20) _L_l '—i',j—,.- Ei'. E.I'* da -w[ﬂ' k. cl‘wr:l ‘dae + fr‘ h© qt moelr=c

H?“E Hfd:u;ﬂ;?vrr‘}

[ L ] c # =..I = -
(2.213 ] G.on dao=o, ¥Lh¥etrr), Lt:zs sor b U,

(2.22) [ MR v -agkt)de=o, Yh" e L* M)
' R

H = o Eu.!'“ rl-Ll"‘JFL



S
Alors EL1E = fJ-'-#Q = dans Ll
—h =
(2.21) = Q4+ = 2 Eur |_I1._ dans Ll{r'}
— ain '
(z.22) =t O.r = ‘151"" sur ["'l dans LILC-H\,I
1 =1 "
Prenaat h° = k" ks FE . " =h" sur FH dans (2.21) =t (2.22)
un ubtient :
- r A akd
{2.23) e G d L
-\Jt‘l1 .
car (@R e k) drse
b

Prenaat h' = & dans (2.19) on obtient :

(2.25) fﬂhd&vﬁ‘dx:u

Prenaat alors n' = 0 dams {#.20) on obtient :

— 1 I
(2.76) f *fr_|=i|1'cl-g. +-rF oy (R e = s

k™

1‘-_;,-33,‘3'.”::- , g ':3_!3::1:« ‘FT’H

entraine i

0 0 dans UPCS
h™ = o | [1'-._ dans ”.." {11}

Régerivant alors (2.20) on obtient =

+*

- liv g7 ¢l & -
(2.27) IILL; v g’ e +jr‘1 hegqrn do =0

Y g e H(dv,R;5¥, M)

1

Prenons q' wérifiant



LS
£

-1 en existe : il suffit de prendre LI|;': 3|"~wa LTI S R v Iy

W wirifiant Lw=z k r .&.'.'!".-;-Lt gur l.'-L Er
BN

Bes ([ hdes [ Rtdr ) e nun,

CLN H‘Es{r' Uf‘a

{(d.27) s'@cril alors

- oR%de - [O(R)Y e s o
L of Y

d'cd h =0 dans LE¥LRL)
h" - 0 zur I-ll dans L.{F} s

Proposition 2.5

( Les problémes {2.1) - (2.5) et {2.15) = (2.18) sont Eguivalenta dans le
E s@n3 Sulvanpt

=i &
E « si (h,Q :": H* () = H {"i""':njv'ﬂ'rp} est solution
(de (2.1) = (2.5) alors (h, h°, Q) est solution de (2.15) - (2.18)
Eavm— h®  défini par
::: th: ?ﬁ. El'\- sur P‘- U .i‘il!
E et lnversement :
E: si (b, h', Q) est solution de (2.15) - (2.18) alars L £ HYn),
{ ‘E:I" 'In-— L& aur ,_'L..IT" et (h, Q) est solution de
E (2.1} = (2.5).

Déml::ﬂ!]‘l.l'ﬂtir_:ﬂ
* La premifre partie est obtenue facilement :
on oultiplie scalairement (2.1) par un &lément quelconque h'  de -.‘r.tfﬂ:}
ce qul donne (2.15)
on multipliz scslairfement (2.2} par un Zlément quezlcongue gq' de
H {‘:L'“"':—l;;' Y, :| » on obtient :
— ————r —r
e i
j ~L_ q.t["c.llx . 1” l‘lll"u.l:“ﬂ--{l '-"-h"'
o T il

Appliquant la formule de Green généraligée, on obtient :

[ '1..&"71‘:::]1 'I_p,.k ::'u‘.uq‘ e % +JFHL'?11H;T el = 5



L™
6fimd ssanre l"'-- = ha’-ﬂ- [\.- B rll.__ '-.J'I-‘!, &t utilisant
“* . P
(2.3)  Woeh = hy  sur [y on obtient (2.16)

(Z.17) et (Z.18) sont obtenus l‘imultlpllant scalairement dans
respectivement (Z.4) et {2.5) par hc =0 gur |3 W |11J st
A sur 1, \J '11.

r Inverzement, supposons (h, '.1:. Q) solutiom de (2.15) - {2.1R).
On rappelle gue L\: , Elément de pl'flfp] s B5t nul sur i“"‘_ J l"'.b
I1 en existe fone un relévement M3 € H*(MY  vérifiant

HE' = i Gur 5.'1_ Ur'!r X HE: |.-..:' SUT ]-1 » On peut done Ecrire
(2.23) er*n.:l Hy . r;|r d -Irj' H 3 r:L.w:i el ne =I ks q'.n D el
"-'Il.-.

‘ﬁ"q’;_' H (civ, it; Xy, M)

Exprimant (2.28} dans (2.18) on obtient :
- —_—
<4 =r dx = [} -1%yciv el e
" 2 G grad Mg ). g7 dx - [h-ns)e
(2.29) L_L T &9 $ 19 N 1

+j,; h® g w do=a Vg’ € Hckv. 2 ¥, 1)

None prenant 4 tel que divg"' =0, gq'.n =0 .gurf-"t'l...]l.' .

i.2. prenant q'g G (G défini dans la proposition 2.2), (2.29) devient :

LL{$ a‘-bgf‘n_rj FTE.:] r:r’e:lln:u:. S H?JE‘E‘

done .—-Q L:j'l"r-ucl ” appartient & 1l orthogonal de G, i.e. il existe
F} e '-l."‘{-ﬂ-\] po= 0 sur F tel que

(2.10) -'?"'l_, EFJF ﬁr‘*ucq HE = c:'ru_cl P

Réferivant alors (2.29) on obtient : 1'?*'-'-" € H {":L"r JU; TP 'H}
_J‘:Lcjrud%.; dse j{k HE) chclclr.qrj ].L‘c‘ rmelr o




On applique la formule de Green :
ver DT P
_‘[\:‘Lf[p.i-in._-usj'l'.‘ld-*tl cloe & LEP*'L }L-[ h T

Yq' € (div, Il ; ¥y, 1)

. 5
Frenant gq° wérifiant i ¥ ":I}r = P* L - ¥
( - ¢ "
{il en existe : il suffit de prendre ﬁh = 31-#-& ! By = P* k_Hq

weE HT ), dw o . [Fﬁrh"j sur LUy

on Shedde
= =t sho-H3)du ‘l'j.{l"‘ ]
On obtiant : waes (1) [ j“n'{F F‘ulﬂﬁ
- HE) Y dae 4 +r HE )2 dao =0
L-'IEF* )" fPt,uFE(P
d'ol l'l- = - F - HE dane L3 {SL)
F' = - he BUT TLUP!’ dans L? rff"}

Done d'aprés (2.30) on ohtient (2.2} =

2T - .qradh , h € R

ainsi gue he - 'F = '|-,: p—_— !"Ia U ‘_'11‘;|
: : I- -\_P v . E & .
Enfin clairement (2.15) r—p clw G o= L dang L~ { £ |
, —Rk =g -
(2.97) = G.n = &5 gur TI...
* { ) o
(2.08) = G.m=oa. (RS- kD) -
- . T = { —_— -
j:. : e\ i £ SUE 2
s BT oz AR R



Froposicion 2.6

{ Il existe une unique solutiom
: hoe LEl)
{ e LAY ¥ he= 0 sur rh

— -
E Q< Hdv, ;¥ )
( au probléme (2.15) = (2.18).

'—F

E De plus, II"“\. © H"L {ﬂ_} et (5'*, o \} est 1'unigque svlution
( de {2.1) - (2.5) dans M=) M (eliv 15 Y, T
_]_ZI_EEDLEEriEqu.

La proposition (2.3) assure 1l'existence d'une solution & (2.1) - (Z.5).
La propogition {2.5) nous assure donc 1l'existence dans (2.15) - (2.18).
L'unicité 3 (2.15) = (2.18) a &t& montrée dans la proposition (2.4). Et
cela entraine l'unicitd dams (2.1) - (2.5) comme conséquence des propo-
gitions 2.4 et 2.5.
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waf
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3 = Approximation des espaces = uné condition de compatibilita.

On considére, dans tout ce qui suit, que Il est un domaine polygonal subdivisé
en KMAX maillea quadrilatérales. Ce maillage présente un certain nombre de

caractéres époncés plus bas.

Toute maille K de ce maillage est 1'image par ume application Fy, d'une maille
de référence K

4 A

e -y :'

dEfinie par

("
"y (§,7) = Ed e, () € (E7)
xy (§,79) = fj x, () L (5m)

Lzt

oft { %y b} %2t} ) désigne les coordonnées du scmmet i de K et oi les
fonctions A& {E,ﬂ?] zont définies par :

L GB) = % (4-3) (207
€a (5,m) = = (2+5) (=)

(5.0) ___t_s:E:.q A

b () = 5 (05 (1)
£, (57) = 3 (+5) (0m)

carstires du maillape

I1 s"agit d'un maillage d"un nombre fini de quadrilacéres convexes non dégé-
nEérés en triangles présentant les caractires suivants

{ caractére |

(e o a o a . . . . ,

( Un coté d'un quacrilatére soitest sur la frontire, soit est en entier le
{ cité d'um et un seul autre guadrilatére.

Ce caractére exclut done les situations du type de celles de la figure I,

[:I/_’] fig. |



=

{ Caractére 2

[ Tout sommet i d'un quadrilatire est sommet d'exactement guatre quadrilatdres

{ 81 2 est intérieur au domaine. Il peut &tre sommet de 2 (cas de sepments

(

( “alignés" : fig. 2), de 1 (cas d'un "coin convexe" : fig. 3) ou de 3 quadci-

{ latéres (cas d"un "ecoln concave" : fig. &) &'il est sur la frontiére.

L G £ =~
T U 420
! ] :L.i ILJ

- I
u L ! *u -7
Tk e R W e = - = - ‘ ’

TFm omom oaw ome o=

fig. 2 fig. 2 Fig. 4

- -
F "'.‘
L] y
L]
! o
i ,
LY -
=T el
tag. 2

( Un cité de guadrilatére ne peut relier a2 pointes de la frontifre s'il n'ast

[ pas lui-méme inclus dang la frontidre.

Ceci 2xclut des resserrements du msillage tels que ceux décrit par les fi-
gures 7 et 8,

o F'Fﬁt-l. - -
LT e

I -
Lh-'_‘ -—Ju._‘)" o -
fig. 7 fig. &

Approxination des espaces

Mous devons approximer les espaces LMLy, H{div, 0Ly ¥y, I HJ et ¥z {hté L)
e et . . .
Lez o SUT Fﬂ_] dans lesquels sont définis respectivement les piézométries h

=i

les flux de mélange @ et les pifzométries de contour h sur M I"'.#.

On définit les schimas

d
. _l [+
(1 L* () =——— V,
7
avec vﬁ‘-‘- EU'L € L) ; VR = rconstante sur chacune das
mailles du maillaze }



ces s 4
on dafime "[E pat

~A {L{l_.,(:{.]c!n] J"G"I:'\-E'Ir{

J'L"I' =
E.“ “ﬂ mesu)

(K dEsigne une maille de L )
od .

(2) H(ehiv, ;Y M) ———
"

Wi

—f .
wii lll'u"ri est 1'ensenble des vecteurs 'ﬂ. de Hf&'l-'f.ﬂi'fﬂ,l‘"] qu'il est commode de

définir en se ramenant 3 la maille de référence K. Sur une maille K on a

tp (3.9) =;§L pa () & (5y)
Vg )= B, WD L G)

E‘P est donc approché de la méme fagon que sont repriigentdes les ecordeonnées
Wy ety « Il slapit d'Eléments isoparamérriques de degré 1. ti est défini

Sur un sous-espace dense de Hfd:\",ﬂ;'fg,l‘}, par exemple les vecteurs 3 eom-
pesant  dans .I‘:"E{TL} » PET

— Lov =e -_P[i}: _Ei.?
¥ —o g = Y €W oooavee Y4 g

-4, £t

’

cd.
(3) Y vV

MJ
2 on

¥

L=
avec I'H'rE = % Uﬂ £ ""J'm : LI'E = constante sur chacun des segmente
frontidres de |1_= Ui-'-!‘ i

3
on defimit I[E- par

miu{n‘j= e S u(u]d:r] ,‘E"H_EL

s L) L

(L désigne un sagnent-frontidre ICF_: [.H-',_]I )

Les erreurs de tronciéture pour le schéma (13=(2)-(3) scnt données dans

Ciarlet=Raviark {5' ]
Pour ce faire on considérera cuc lea espaces approchés indicés par g‘ gont

asgocits 3 des maillages??? vérifiant le caractire suivant.



R T

e e ey, e, e, ey, ey, T, P, g,

Caraceire 4
on definit ﬁ.“ = dlmmétre de 1"&lémenc W
R = sup {c'.l'.:.m.étrea des cercles inscrits dans H.'}
{551 bz 4,4 = angles des quadrilatéres
1a fumillﬂimp} verifie 1
% i; = MR ;!: ﬁu P W Em?{} tend vers O

* il exista deur comstanteg ﬂ;'ﬂ'-;.u tellea que

I"'IE,HHE"’?E ’ £'-= ¢ el mox |Ls8ls t<c4

—_——— - h
. f“ Ageah
Propesition 3. |

——

tous les hypothéses précédentes on 4 au moing les majoratione suiventes
Vh € H*() , [h-nihl 2o, $cak
Whie HA(r) , hé=o sur i, [he=mphe] a0n €S2 k
¥ qQ e MY, [J- ’EE ﬁ’lﬂ_aim Scy k3
’ If:ﬁ'-aﬂv (@) fL:“-._} sty k
y 1A -y @A | gy € o BY
ou l:t.'jl,_'H‘,__‘; sont des canstuntey >0 inﬁércn&an}n de k

Une condition de compatibilité des &léments

La démenstration de l'existence et de 1'unicité de solutions au problBme ap-
praché nicessitera une condition de compatibilité entre les différents E1&-
ments finis et ce dans le méme but que celles que Brezzi [E]Em:m-ne.

On 1'&nonce de la fagon suivante :

Comdicion 3.1

Soient i-tﬁ' un 2léiment de vi
=
Jnlt un &lément de "l'lﬁ vérifiant

(3.1) -Inhﬁdiuqzi dae +j_.’-|;1.é 'f.:ﬁﬂ- ﬂrﬂ": &

ALCES I\ = 0 dana —ﬂ-

c
= 0 F
LP-L: SUr
Raviare [q- ] utilise, eu outre, une condition supplémentaire qui s'@noncerait
dang notre cas de la fagon suivante :
soit @ 3 un élément de ‘rfﬁ vérifiant
' — '
. h ‘v Ot _
(3.2} J:n_ k. CL‘-b'f-?h de =0 , ¥Vhg Ug_t
- — e f
(3.3) j’r hy Rg-n~ do=o , VAL € Vg
—=
ALORS c“fﬁh= 0 dans fL G‘E-?\'= o swur M U hy .



On wverra par la suite que ]'existence et 1'unieitd de solutions au probléme

approchs est assurée Ela:'u une telle condition qui ne serait pas remplie dans

notre cas pour tous lcs GE sur certains types de maillages.

Par exenple prenant G'ﬁ valant alternativement [4 et f-.ﬂ sur les sommets d"un

maillage ¢

restangulaive (voir fig. 9) catte condition ne serait pas remplie.

{ 41 {1]

{- 4

(3

By

[

1
[

()

fz (z3)

3 (3)

:] (fig. 9)

%)

La condition 3.1 est satisfaite sous las hypoth#eas de la proposition sui-

wancte 2

Proposit

fue 3.2

= B

Un maillage rectangulaire pogsédant les carasctére | - 2 - 3 et le ceractére 5

deéfini plus bas confiére aux éléments Finis utilisés la propriécé de compatibi=

{

(

(

{ lité 3.1. Moyennant une conditionm supplémentaice (annexe (&) ) cela est réa-
{

{

1is& pour les maillages non rectangulaires,

Le caractére 3 qui guit est destihé & prévenir 1'isolement de tous les Aeng—
mente de type Dirichlet eatre des segments de type Neumann.

Caractér

a3

La partie f",l de la frontidre, ol la condition 2 1a limice est du type Dirichlet
est telle que 1'une, au moins, des 2 propriftés suivantes est réalisée :

@I, contient 2 segnents adjacents dont 1'extrémits commune est 5 cama t
d'exactement 2 mailles. (segments "alipn&e". fig. 2)

f (]:n_}ll contient un segment du type "coin comvexe" (fig, 3) rel que w1 des
)

{ sommete 4 1n rallle adjmcente solt Sommet d'exactement ? mailles,

gxplicar

r -.-Sl-'.'- -

ion

IS
(fiz. 10)
/ ‘
34
!
o
ER 1
. J”““"“—W
~ . |

Le caractire 5. b signifie que si le segment S,estch,

alors nécessairement sair My existe avec 5, <IN
Boit I"I|-_-1I existe ayee oy C I

Ceci exclut un caz du type de celui représenté

par la fig. 11 ol 5 segment de T, ne conviendrait

pas.



= 8

démorstralion de _la proposition 3.2

Hous repocroons en annexe (2) 3 la fin du chapitre, la démonstration dans le
cae général pour ne pas alourdir 1'expoed. Nous allons la montrer ici daps

le cas d'un maillage en carrés Sgaux,

soit 1 un sommet intérieur au domaine. On Berit
> . .
: L Ia relation (3.1) en premant successivement

4 | 1 Vi = (&,0) et Tp = (o, 00

wi li a &€ défini sur chaque maille par les

(Fig. 12) rzlatiens (3.0)

Cela domne le sysciéme

{3 S]"'A'LE-L'}-'.LJ"!“
A
£L¢+L1-L3-Lk‘“

i 5 1 =1,40uuv., & désigne la valeur de h dars le maille j (numératation
de la fipg. 12)
Ce qui zignifie

{3.5) he = hy
L b

{
L hy = A

En &czivant cela puur tout i intérieur au domaine et en utilisant les carac-
téres | et 3 du maillage, on obtient deux Familles de hj' JA1, EMAX, dans

lesquelles hj a mEme valeur (Egalitiés "en diagonale” entres les hj des mailles

adjacentes uniquement par un sommet) . -
—

En écrivant enfin (3.1) pour ".P&= (li,o) et q'.ﬁ.- (o,11) pour tout i, sommet
appartenant i lg fromtidire, et qétnnt # @ on obtient :

il-.ﬂ-_*l: sur P;L-Frl}
}_L:.:. dans SL



paE

§ - Frohleéme sporoché

On le définit PAT = . .
Lrouver J"EL'E "l"-h ,]-LiE"i"h_,q-h Ewl +els que
(5.1) urﬂ:j'ﬁ'- &‘l"'ﬂh Ei‘.ﬂ'. :Jﬁﬂiahd“ s vaﬁc l""'h -
4.2) LL$@IF&*ghj¢dh¢&u+j;hi¢_ﬁdr=;LL:;n -
[ YO I - ’ € .
@.3) - Jp, gf (Qg-~-qs)do=0, VYgg evg. ¥ &

[ [ c
{q,:.]--j'rljl 5”-': [@L,R’—usfh;_- hil)ldar =0 , Vgg € Vi

fr=

Propusition 4.1.

11 existe une unique solution au problEme (4.01)-(4.4)

difmonstration.

Wriay, LOAY ITAAY Stant respectivement le nombre de mailles, de segments de r'_-au F3
et de noeuds du domaine, le probléme (&4.1)-(4.4.) est équivalent & un systéme
lindaire de (KMAY  + LTAM- ¢ INAY ) Eguationsd sutant d'inesnnues.Il
suffit donc de montrer que l'unique solution du probléme homogéne est la solu-

tion nulle. Le prebléme homogéne s'fcrit o
. - v v
(4.5) ﬂ_ﬂ,a,tlwﬂl de =a , Vgp €Vy

A G dae - hp civy dx rf hiﬁﬁbclwno
o S A Gy Jah ,t Jraip ey

i

E=

[
ta.7) Er',_,ﬂli ﬂ.#c‘.u‘:ﬂ}, ﬁﬂi < ‘u"'{

—r =
ia.a},jp} ap q&_ﬁ'-ushi]du‘ , Yqpi € Vi
Prenant 9= ]"'.EI.- . ﬂﬁ: hi ’ IF: I.;'FL gt ajoutant
(5.5, 08.6), (4.7 et (4,8} on obtient :

(4.5) L_L ‘% @)t dx + ‘[‘Fa as &E_l"d{r = ©

[
d'ol , on utilisant les hypothéees {.%r‘]‘. QE_: & dans gL et l'rﬁ":.ﬂ SuUr F'El

réderivant alers (4.6) on obtient @
C e =
SO : e -rj ]1 . da =z e Yivewy,
(b0) - Johp divy n, PE ¥ , Yypewy
et (4.10 Yercraine d'aprés la condition de compatibilité 3.1 gue

Jlml,_z I dans 1 . hi:ﬂnut r'g . &

v hT est approximée par des conscantes sur les segments, définies par
- =i
stz f hide) (mestar )=t

La risolubion |'|.1.|.1'u|§'|.‘iqu-E de (4.1 )=-(L.& ) a=r farilitée 81 1'on &I?']:']-Zi-'i'l-'lf-I

une formule d'intégration numérique sux intégrales.

Cotte formule cer donnée par @

& .
(411} L {P{.n‘:].f-]lﬂ‘- r __%_.:Pf.'t] J; b (xYcle



el
==

W est 1 maille queleongua, 11 (%) la fonction de tasc assoclfe au sommek 1 de
W . Cette fopmmle est vraie pour les fonections de btase. Son cholx permetEra
d'sgsurer la consistance de la mEthode.
L'intégratios numérique donne : . ]
™ =% . 1. P i -
r 4 L) {I..JJ j""- '
fotappds ¥ T [BECP1D + QEedP))Tfalis
on neters ce.le forme bilinéaire approchée ‘EE_ {L;ﬁ,'ni!,-'}
’FJ.E; possede la propriétd suivante :

Proposiktion 4.2

Vqp € Wh, z ‘)
QEl=] [, 2 19aitdn ~ & (qu.god|s ¢ R* (T (1§ +1qQi )
I: ol ¢ est une constante positive indépendsnte de 'EI, :

ciéponstration

_ o me e e

M
En ge ranenant au carré de référence K gelon la transformation Fu da
Jacabien :ru' ['r_-.l'.;‘uu::l::i_l:'. {1y %omn a las inggalicés :
. A ol | Sup J
(4.13) _r f?m de ¢ TPTM a4 fﬁw F:]'x’*idﬁ _r |.a:hjlj
4 |"’ Tu W -;”.-II
et de mdne £ Ei" Ebu'. £¢ "E‘“ ! L Ay k

. . B
(4. 1£) 5\“ ]?:._&Ltd“ F " b, Wiszi,--,4

T_
(4.15) _f“;ru[ﬂ:ﬂﬂ] c}m <’ B, Vi, j= 4k, Yn=412
e X
EoLt ﬂ'h I qf (m|? - L J'f“;h{d}f 1'? , £=1,2

Appliguant & HE la fr:-t"nule de Taylor entre un poiat M quelcongue de W

et un éca sormets o de la maille K oo oboilens
(4,16 {!qﬁ{}j}i ]'fmi.} J'-j- in. cjf‘ud RE (n?)

o M est um paint de W .

aten |RE| < <, L“ oy l"m {l*[?_]J"EITh':JHI'EE ".ijl

mza; k1

&L comme |!L| l 12'] }QEEJ}”'&E'{E‘“ EIUTL a;
(4.17) rEﬁ|1J; = p.,E d e = LJ;R My {E I EEE{JEHQE{E'}J'(‘;FtHEle

aza,l  R=4 -
e IR [3]26] dx )

wtilisant (4.130-{4,15), (4.17) donne :

[EE) 2 oy &2 [E f"ﬂl SIEHOIE E HE[J” )

r.]'



3la

diad ;
¢ L - ¢
(.13 1} JE.,.:] = [-l'& {E r ']ﬁ,‘.“ii ]‘ 0l ¢ @8t une constante
ez positive indépendant®
. de o
dei + E| £ |8 TIES fEEs ﬁ*fEi‘rﬁ_iﬂla )
= K L=
< kE(T (Jageal+ 154 alh)
[

Um peut &crirve le problime approché (4.1)-(4.4) sous forme matricielle :

en €crivant (4.1) pour HE_ = AH y Mg | ouua. , MNAN on obtient 3
f L.L'.\r Ppde = J" _f:lz ; YKz g, ., MNAX

ou encore ! E [ql {L]ja con, do "Eic"}f‘ £, n,&,,;j,_,-} J" ¥ da

quon Ecrit

(4.18) ﬁ [F‘I:r'. ‘:'E““"‘:ji-ﬂif-”}= Se

"
- . -
en posant ﬁh{*; = J:;ﬂ fc. s Aoy dr P Ny, na composantes de i

ﬂ:r,_'=fa“{£.n;d}n' ’ S::Ljﬂﬂ

P . L
et Ecrivant (4.3} pour 'j R = -ﬁifL . L 1 segment quelcongue de F-!

on obtient 3 IL EEF_.. Elu"=_£q5 do _* YL segment de FI-

qu'on peut Ecrire

[Gﬁ..':"]f £ node + "-Tu'ifl-“lj £, n,_;nlr]- -j qgﬂlr

qui g’ EI:T:J.r. :

. 4 ., £ 2 .
{6,200 ;-4.[[54 Gﬂflekﬁhc G*& f.l.‘.i:[-.-
en posant ; Len T, Mg de :
Beri =~ f & nadr, Siz-) 9sde

on focrit {4.4) pour ‘ji - .-'dL,-L‘.l segnent quelconque de FI»
on obtient
=P g [ 3
‘Eﬂl_ﬁ J{T —Lﬂshh'dr: ‘{Lﬂ-s l\.s

au " un paut fcrire o

- E [Qﬁ{ '.II £ rn, de + GE“’F 4. ﬂ;_':lr]'l'-"tif"]j“idﬂ"-jqi 51:]:1'

4.1:-1.
qui s° FH:'I:'J.L' :

(4.21) E {E-,-_,;,Qﬂrl: ]Il-E&L Lgl{}]_l_ﬁ LE(L}‘ ‘SE

2
£n posSAnL HL_ J;“E e P E '="‘_1“ oy :,.{Iﬂ-



Infin en dcrivant (4.2) successivement pour i = (1i,0 ) et 'P = {0,1i) et

B

utilisant la formule (4.11) on obtiemt si A (respectivement L} dEaigne une

maille (respectivement un segmant du bord d; % ) ayamt i POUT SomMmet :

(4.

.

EFEY

i

i &

4

(4.

22y Wi Qg () = E hp (W A -%: hg(e) B =-j'&i..‘: & a de
3 & g, :
) Wi Qg (- z hg (%) Ay, : -g hy (2 E‘n.«ﬂ-f,;l-l E.n,der

i

posa 1 'Ir‘.'[!E‘[“'-_}:-'&':h‘“

W

53= _IF_.. ]1; 'E., Kl da , E?E_J.I'LL:E; g de

peut regrouper (4.19)=(4.23) soue la forme matricielle suivante:

20 Alefiv At {of}= {54
25y Br{Qil+ Briefi+R{hE]= {52
2 % LaR]-TAS Ehed-TOA MY - £

T - - L
21) K [Qf3-TAY thal-TR2hgY= {54
W est une matrice ( TMAY x IMAX ) diagonale & coefficients positifs

ﬁl”', A sont {th“ x INAx) ef Tﬁ""fThi sont lemrs tranposées
B BT sont (LMAX x TNAX]) eb TR, "™ sont leurs transposGes

R est diagenmale (LAAY » LNAR ). Elle comporte des ccefficients positife

{Eventuellement nuwls ) sur 1a diagonale .

Leurs coefficients caleulés en se remenant 3 la maille de r&f@vence sont

déterminés en annmexe (=1 3.



3.

Nous allaons étudier la stah'l1té de la méthode dens le ems du nroblémo pvee
-

canditions ai liniter fe Dirichlet homordnes{i.e I'bsi.-.ﬂ' san M),

L'élimination de ,_@ii ~nbre les dquatione (4«24 )={s 20)={s «27) conduit

la rasolution du systime :
5.4 DI-*Tp [hal= THY)

(Ay,A2) ; Kl Sy p

LTétude de 1la natries D M='T™D ve nous rermettre de eonelure & 1m

atabiliié drs sol tions hy . Pour ecela nous montrercns gqu'on peut pinorer
Tlarmres-gion = 2 g af plest rien A'eaulre qua @
E= [ hpcivQ@gde e 9

(5.2) E= Thp} D K7D [h]

Les coefficients “‘? d: la matrice diagomsle € Bomt tele qu'il exiete we

carptante positive o,inddpendgnte de k,talle que -'I- o *" neur tout i.
M en dédelt  E = ETLE}TD K'TD thgl e E {1[“3-5713 fhad
aeh £y 7D fhadll®

(ot ” . ” genigne 1o norme euclidienne )

In wvolit que DIK'TDH est une metrice spmetrioue positive. Flle est
g~ nlus dffinie positive muisgue affirmer gue:

Tpihg} =0 =p [hgl=o0

, elest exneticnment effirmer 1la conditim de compatibilité 3.7 .

n selt done au%l e-ieile un nombre o (ddrendsnt de k), tel gue :

E={Thp} D "D byl 2 & l hpll* |, w50
Maic eetle eondilion ne nous renreipne pas aur la fa2om dont o dénend de %

at ne nous permat donc pas de conclure a la stabilits du schema.



i allans wontrer nus ectte cénsteante est de 1'ordre de &
tmrlic tonys 1'exvress lon 2,
'ﬂ'ln:-r

£ = ha LFE aik-: " (At Lm‘l]

Sreot ' fer v BE =0 + E pvee ¢
t A 1&.

L]

T AN

1 2
[5:3) E,= t . z H.[fﬁug,i +f!'l-h',.n}" F}

= (w4 fz4

]
SR W omr - .
g ih,al dizigne un dee oou lesde mailles ayant 1 et 1 seul roumet eoomun.

SAAR £
5 E_-!.'--EE E ( A, i ﬂu:g,t.' + ﬂf,i’ﬂufﬁi*}]L“L“’
Sz EI"’- Hl:- H‘:

,
oi: £ et X déripnent 2 meilies ayant

un efté S commun de scemet 1oet 27

Le caleul en utilisant 1?annexe (=1)
{ J"fl £ 4% momtre glie:

_E . — ———— —_—p —i=
H;! i -:'l._ H“'E-A“:b =_]ncﬂu“l’l:_f'f-ﬂmlfﬂink,ﬁiﬂg]
£ad e W '

Lore g =0 aile malllers et m maillege de parallélogremmes dgaux
Uy gbosilreg © des =d2ultate de stabdlits identines gl la conditien suivante
art revnlin (5.5} I 1-E! ""‘_'-'Elﬂliiigtni ["E‘%]J £ c &i’Efﬁ.} i E{‘-.] --'I'G'
ohof dérigne U'pnple formé mer les diaponeles de deur ne'lles a-::lm::mt—es ]::ﬂ;-
ur ::....n,i-':um:a d"n mlma eommet i .

Frorositiom 5.1

Dana un maillage de parallélogrammes egaux la nnlnt.i:m-
{hﬂ_'qﬁj du protlims (F.1) vérifie

(5.8 E = I Lkv:f.wl'}g_ dae > th&li‘{ﬂ.]

o ¢ est une constante positive indérpendante de k .

— - e T i T e T i T e S e |



ﬂ‘.:_’j:'EEEEJEiEnL

Pour mentrer 1'inégalicé (5.6) on va montrer que la présence de la fron-
tidre de Dirichler permet d'écrire la forme quadracique £, sous la forme d4'une
scmme de termes positlifs et de termes non croisds .2, du Cype Lﬁ .

Scit -'f-..a?..u--.p l2g numéros d'une chaine de mailles du demaine dont l1a premisre
est acjaveunle par un coté A la froncire et dont les suivantes sont adjacences

les unes aux autres par un ar un seul sormet.

Dans le casg d4"un mail lage er m.,ug'!.:,grmga "EEH‘H an & 3

E-E, wf JFILHEL = - F’ﬁ“ ;tle lerdre e E;a{r._f,uﬁnue[-i}'_]

- Anaw

TE Eyen 5 (he-he)?

cm o (M nthe A

Soit Mg un nombre 3 détermimer , on a :

Ex = 2h2- 2k, hpfﬁ:hfa,(ﬁ_—g h_wg ha]z

'Ehlq"'-ri
vor: By 4 hie g -2ghd
Mg
1

avec E_d_:[{j_-;_rﬁ'lﬁ I,_._l_ T _1\} -'E‘.]
et "':Ii- - _Ne < /% ( dis que Na '.”-7'-?]

. -!2”.&""'*'
définissant : N

< L"L -4 L-u;, L":.q-.; oo suppase qu' on a une

inEgalice u:I!u t'_l.-':re :

(5.8) E EX 5 ‘}: E,2 RF L_L
Htl =4
AFEG .:IP = .E.E-E-
Zp-A
alors on a
P =t P! ‘
Ferye T hiax E:;" ' (sﬁle} -h]i _.gLF,Lm.

e No w=a




. 2p-2 g _ :
or (£ EJ;__.;-%:“JI‘F EL.?L\I”

_ | ¢ 2pMe-2p+4 4y o Ne(2p-4) \ % 3 .
[{ Mg {EF.__,.‘_} I:l £ i-.r-' {EPN‘:'-EF-‘“‘A LLF*J-RF‘“ LFH

EVELD ;|.|-.~+-1 = E_‘f_ﬁ[‘:.:} - iE_ = ~1
-?Fmﬂ*‘EF"'"" EFH-

dés gue Ne = Ly F'z-- < P
F P 2
Er = LL-l'IEEa'-' iE— haes
Tz T TN 51 & sy T Lt

Toutes Les mailles du domaine peuvent Etre prises en compte de cette fagon puisqu’

v

danc

ON 4 Suppose {caracteEcs {E y du maillage) gu'il existe au meing 2 segments con=

gécucifs de Dirichlet. 81 (LMAX ) est le nombre de segments de type Dirichlet

o peul allribuer 4 chague chaine de mailles partant d'un de ces segments

W R .
P = —— nailles.

LOAK
oT ola, g ormes (L) < WNA% , mesif) g < % ; %, ds indépendant s

T - ~ = — di

) A mes (M) LAAR mes(r) Fi £ e k.
bone la condition MNe ,'IFE' EF'"
est satiefaite =i 1'on prend Ng = "'L%:_
i.e. =t _ . Ra avee ¢ cenctante poeitive indépendante de ﬁ,

= enay F i LMNAY " Dha
d'od E; = 3: L :}.‘.-“_“'_ELH-\»?:_{EL‘]
Lz =+ Me w=4 bk, e
donc E 0% ¢ B ¥ ! !\ L censtante
> cRPE Ry el hwlfag

positive indépendante de ﬂ, .
Propesitien 3.1
(Sous les hypothéizes de la propositiin 5.1, les sclutions :‘]E du prebléme apprecha
El{.’i.l} restent borndes dans L* (L)
{ < )
¢ on & € lhﬁ.lf_-l{.ﬂ:l = J'HL ()
i gvec cyfconstante indépendante de 'E'..
(

ditmonstration.

Fre corivant (5.1) on a

—
E = _rﬂ_l-&r:{._uﬂﬂdu = I.ﬂ_ g "‘ll-":h't
done d'apriés la proposition 5.1 onm a ¢

"-I;"-{i;ll < E=jﬂﬂ"uj1£1|'x. = !Eﬁtzfiﬁ_thﬁ}r_iin'}

L2l
renargie_

On peut Stendre les résultats des propositions (5.1) ot (5.2) au cas d'un
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maillage queleonque en respectant la condition 5.5 et une condition affirmant
que A, ¢ est peu différent de (- A ' ( )} gqui scnt des conditions de fai-
ble déformation du maillage par rappert i un maillage de parallélogrammes Sgaux

l"rn|3-:-51 J.-.:-n 5.3

— e e

_ —
| Sous les hypothéses de la preposicion 5.1 les solutions Ghdu probléne appro-

[ ché {3.1) restent bornfes dans L% (L)
——
{ on & Jq&.lﬂ.}{“-! S rélL'Elf-ﬂ'.E

diemonstration.

B mm e e e e e omm

om 4 Eﬁf@ﬁ,@}—flﬁhdﬂ?du = o #?JEL\J'E;
premant '._J_,r: 'L'?E' an A ‘F?_H. {ﬂ?ﬁ,!mﬁ] ILIE'.. C.{.-L".r':;'&l:i-l jh&_id?.
= hgConan) € Lhalagas lﬁlump’*'“u{m

danc J q'E,‘ | Li(n ":. I EFL"ER'}E aprégs la proposition £.



150
fi. REgoluticn numérique do prth Fm:* aprrmh—‘-

ey e — — —-—

L'élimination 2 @ entre lec dquatlonz (4.2 )={<-F7) conduit
:la réseliti-n du systime ¢

(6.1] (A* W4 TR 4 AR K- -ml} {had #(A*K- ﬂu.* + AW TRY) [
= [S4] A §3)-Aw [54]
(6.2 (BAKATAL ¢ DEUTAR) [hg] + (B w7 TR DU TR ) [hE?
= (ST Bt (53] - B {843

ce ga'on peut ézrire encore:

(6.3 A Hj, =t o (TA‘I 1 E‘l) (]'Iﬁ _ I'Ll
(E}'L ﬁi)( o H'1) TRET EI-;.-_ !"E ) M

wee My = {54 = AAKTES3 - A% K 1543
Mg = 8% - BAW {533 - AW [543

o1 encorsg

(6.4 D K-''D ('1!..] ’(m] avec r:I:'.*=(j"-'L ﬂl] ’ m":(“" “')
LL 3t 1

[ o W

fnoa vu gue getic motrice est gericnie pusitive vulsgus
e - h T
Chetk) oxe (1) 3 ¢ o (R

avee ¢ uh nambre rositif (Bect wre metries dinponalae &
eonfficients nositile)

ct milegie Lferire que Thfhl)“n = (Lﬁ-] ()
I.

elect repelemert affireer la condition decosvatibilitd 3.1 entre les

LS et

DENTD eost ne metrine symétrique définis positivs |, on =eut done

lul appliquer une méthode itdrative d'imversion de type Gaues-Siedel oo
aurrelaxetion { avee corffisicnt de sunv-laﬂlmwgqnprig entra U at E:I.

M g exrrimd losalensat scette mdthode ce qui rernet de ne Jauals
2 sembler eel'e matriee;ayent numérotd tous les dlinenis (mailles

sagments—Trantiéras)! on dafinit 1 itErabion = +-4
) W
o) @ (0w A [E Al b0« T B0 K Y0x)]

+_;|. 5&1.



3G,
h* RO L < LE ¥ru) he Y L ew
ML BT IR y P W \
L w L3k he™ wlazw
Sl TAR » -
T QL ()= 2 [ Al RX(K) ¢ B B RV
+ L ﬂ'gu'
4 w < P 4 e ‘
‘?“ At Wa, ¢ (4) + Ay @y, (K)= {5‘}.,.: +[E fﬁl-.:,:]‘-ifﬂ,.t;}‘]{j‘:dp;-uf}
& v

- ppd b, E i .
tmeee”t de retraver la correeti noneces gire
e a i )

=4

lor 2guatien- gu tyre

feire zur K iz
Wi

i'l‘.-:.r_:_'i_n_‘n .



initiel isat-on do
LE{”’}r G’-q:.i (=), q;:"r Eﬁl}

vérifiont (0.3)

Ipitig)dantion de
B
L.r fal)= J'LL“

» W ,
Ry,i®), G, i(o)  virifiest {£.5)

@léments t mallles ou segments

HBoan-le gur les

-1 £ WEUNAL

U prrection our hy,
plezcmdtrie de
meille ou de segpent

Correclion des [lux
aux, aoamets de
1'élément L

=

nen T Leet dlprrel por b

oW

‘HArraraions




T [ P I Y [
o TWIT Loen TINTET.LZET
w20 -

inm g 2ers

a ter:’ le nropreste sur le orobléme suivent:

Nz Jo,al = le, 0,25

(3.1Y cj-i'..r 3 = 5 i“ﬂ“-l. dong LL

— —ir
I:}i:l -;i,_ij 'l'!ar'l:lf}i‘ne.::l dane J'_L
{.:I-_i'l::' H_ir = 2 H‘IAEIH‘.';L[ BETL e = 0O E.{".Iuli_:-'!.

) h (2,%3)= © -
(1.4) ) %) e € Yo, o2

aver J= A0

Ld

La stobien oot ators b (%4, %) = 422 n (L) + %y
T2

Qa (s, 2.)= -
II:-;'?-'n':- ('“1;'11} ]

- (os (TMy) — O, 0=
T
Q.

Le vas d'esrace a &b6 pris dgel 4 G.B23 - Le naillage se prizerte

done 0o 1o foeon culvente i




tog wirultate obienus sont rescemblés dans le tableen ci-Cesssus ou les
pigézomatries sont cnleuldes gur ebelozes L?-:f] :-*,4511‘:-“-" fluxr oux
rbcizsnen o,(x: 4 E.DEI!E}

L= 4,48
- . . 1 A & - Fl
resultate tezrmatries errexr | flor de méilgnre ETTEIT
shainror B galouldec| réolles relative] ealeuld | rdéel relative

—3268 | we3283 1.5 qu~3
-.3227 . |o.5222 1.5 1073
I I DT TR 1.6 ju=?

) P P ati2] 1.024 3.107%

L9575 T 3 .055 I [Pl

L S T poE IR T
«thoeEs | P L F i - LN 3 —-.-E'?:“l -‘2,:'&,.} 1.5 1”_]
w21 275 B O0hT BT 3407

235, | -.2351 1.3 03
_ET - 1EhE 1.6 1173
~.1320 -.1318 1.5 1073
_Jmee | -7 1.4 103
0100 | L0700 A.710
0522 | —.052 1.9 1073
1120 1118 1.8 1072
L1671 848 1. 103
215 2151 14 1077?
2551 25,7 1.6 10°3
2846 2647 1.7 W™
3027 3022 1.6 107
S05 3083 1.6 1073

23125 Gel3y 5.4 3.1 10
3,375 [l La50. 7420 3.10°%
AT 10132 16,102 5.0
o BETE 104505 10.552 3.10"%
E5iar 15607 10,615 3,107
5370 1031 1020 3.0
H5E2 SRy Jabua 3.0y
7172 e d3.551 2.5 10
FalE 7.230 7,205 2.5 103
ST g 0355 5 G20 2.7 100

0625 3,7 3,647 2.6 100

. - I |
i Th 1500 1.v02 1.5 1u

3

Ln reiroave bilen elr EI'J: O.et gueume varistion do veleurs sur unc vorkl

n'arparait yque ce soit rour leg riézaméiries on rour les flux.
g AfTinl 1Y reeur relative —pr ¢
. lThpoo - koY
| ki)
E= 19 @ -30 @ Lourq
| & ¢

Le tablean montre gue les erreurs relativer sur les flux sont inférieures

i&utAF k—

anx orrours rolatives 50F 1os pideomeétries 3 o'est e ro-ullol oul chait

attendu.
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Ta méthnous c'inversion de la motrice neécogsiie un asrez Frand
nomrra ' lidirations.L'exemple citéd précédement a2 ndvescité I1g
iterations pour un coefficient de sur-relaxation pris égal 4 .o
et un teei d'arrfét itération défini par

su T H:.L:“j A0

tn oa effectud d'autres teste pour d'autres scolutlions aual}thwei

pétinies par les édcuatione : Ak =

"
C Ak o= S () S(Rexg)
%o,k € [=,4]
Les résultzts ont confirmé lz fiavnilité de la métnede,coux
obterus sur leeg fluy &tant toujhwere melilleurs a4 ceux cbtenue
sur leg piézométries,



di.

IIT - £L1UDE I PrOBLEME LU I'rAKSPOR. LE LA SUBETALCE

1 = Position du problame
Un rappelle que le probliéme est de trouver w fenction scelaire

—
de @ =IL x (0,7T) dana M er T foretion de ¢ dans R* virifiant les
quations @
. —p L i i" N , P .
(1) b T s T oqadw « dir T 2 fp (g -w) + (v (wy-w)
F]
—

.y e TONENT 4 geadw =0
k=1

dans le domaine () et ;

(1,3) w2 tog e fbax [2,T)

(1.4 "5‘..:.- = J,s, S m |:1; w (2,7

—F —» .
aves -35 = gi @en 22
.

I5=:[ifw;"-‘-’13 &1 q.l‘" = i

(.5 T.m

:..15_ E.?(w'wﬁ} SUT '-Ilh: {L‘HrTIJ

(1.0 o) = Ly sur S0

—

Le coefficient (4 imtervenant dans les équationg est le flux
du mélange cuil est la solution du probléme Etudié dans le chapitre II
dont L'éncncé &talt le suivant :

I.‘—_‘l ' " 1
(1.7) div & = tp+ v~y dapns JL

(1.gy @ =-r tﬁf"ﬂ-al'l- dans L.

(1.9} |" = ]"‘1-;- But fl_



Rl o) i sur inir

1]
o
i

—_
m

(1.11y ™= = Gg {'IF'-L;-}EHT l_l'!':

oy &)

ou Lo, Lw ek Lg gont des fonclbions positives

an neltera par la suits Eﬁl - LEH'.--,.I et ,5'= bp Ly Tiylaty

Les cenditions aux limites ({1.4) et (1.3) peuvent &tre regrou-

pécs sous une méme formulation du cype 1.5

— - —s =F ¥
(1.5 <.7 = sy En fr""""“i]' EUT |-1£-;= {.I_‘E'UFE:I# f:‘;"—r}
o ?l-_L. esl défini sur 1_';_ par :
V- A (1R~ T.7)

Dans la suite les hypoth@ses regroupées sous le libell@ (}ﬁ,:}
seront toujours suppopfes satisfaites, Ce somt 3

les hypoth2aea sur le domaine Ll faites dans (JIE:]I restent
satisfaites

{)J:i 1| I k¥  fonetion uniquement des coordonnfes d'espace & f:qli_ﬁ‘. )
0

ev 3 ="';|3 € R™ tels que g o= b@ =aa dans "L
, 4 g € HU(Q)

g

s Age £° {'F';] et 34 & T tel que

2 X Ty E,}T £ of Ir:r dane T';, {o,7)

% EE H {L:.L'.:'IL:T‘,JF} N Le(R) et Jae R'T

les composantea l';’._' de

tel que

—p =B
et la trace normale Q@0

= dans -k

- =
q;‘n],_t-.'n-f sur |

a3

verifient : | L l
[



¥ D f“ﬁ ) et un tenseur de fini positif de cecfficient
pénéral  @(j (&) e Co(iL) , Ve, = o, -.uzrifiant :
3 Fl - Ay tel gue ﬁ Wy TLTJ' 2 IIE.- fE L'tJ

: - "."..J=" [N
dans 4k et v Fe = ;R .=t T
4 *F . _— -
del € ey U f’lul x o Yoz 4,2 gaps L
f Il en est de mEme pour sen inverse 0 (& ) de terme

ganéral fﬂgj fEF}

fn montrera que sous les hypothEses JE]E } et 51 la condi-
tion (¢} suivante est rEalisée le problime est bien posd. Cette condition

porte sur lea termes d'Echange.
2g-civ@ 20 peprclea

(cl e
fe4+-?:|xj'-_?e*#$-= '[:P sun

La signification physique de ces deux conditions est que i
tout diébit d'échange en mElange doit Etre associé un débit 4'échange
en polluant prodult du premier par une fractiom de masse pondérde entre
la fraction de masse intérieurc™ et une fraction de masse extérieure
418 coelliclesl we ponoeration étant au moing épsl & T/2 .

On a vu que lg premiére condition est réalisde puisque
. —_—r . . . . . R
-Ei".]'-'l-l-'-r'n;':E{Ltqnl--.-.}_{"l:.flf";-,t}: Le #lye & Cg

qui est positif.

La deuxiéme est remplie par le type de coefficients 1;
qui sont choisis sur ce type de limites (semi-permiables),
Moms allons considérer le probléme avee conditiems pux limites

homopines Le®. g = a et Oty = n,



(1.1) = (1.6} peut z'éerire sous la forme d'ue aystime du premier erdre,

symétrique et positif an sens de Friedrichs [43] [44]

| L]
o )2 (552 (e (22 2 2]
— J-_"I-._. & | — & P 2 o
o,/ e | g w# il | P R
ﬂ-:‘l Ts o oo L dag d,[-ln-‘l

—p

- - . —b
oin 4 et Jg ,i=4,2 sont les composantes de & et

e céfinit l'opérateur .!L par
Iy

—r = ik —
AU = AE%"U"'L"'!"*-—-U*FWU
E I

Les matrices Ai, L= 0,2, ﬁt gont Jéfinles dans JL

symEtrigques et continues en & € JL . Leurs coefficients sont bornés.

Positivite de A

o,

1 AL o A

5oLt O = .r'flg - .-'JIL.’* - E r:l—-— - f'-..—.t

=k E' b & E

oL !'1:- est 1'adjoint de AD §
35 Ldiv® , o A
- )
{:. = ! _i.- 'b
i Fl IaFl

i

et (LD -_.l"--l‘:"-'j-d 1 Lo
> (ia -divd) w rpm

—n

i
Lo cerdition {C) assure I!_r'f— v, u } 2 0



remarque ; cette conditiom de positivité est une condition de posicivicé

au sens larze 51 Ly = Lp = Lg =9,

. AL
Dang ce cas, la changement de wariable (o= € m"l.-_..‘)'j':' nous conduit
4 un svstéme de Friedrichs I,.T-H-j
2 iy 5 A a o
Ay 2T + L ALEYs » Alhafo o= =
TE £zt Ul & © © o

l_P-.J_,l'I
od LI = (¢ | , dans lequel la condition de positivité est stricte.
A

Conditions mx limites

on diéfinit B = E "d”- ., M. composante de la normale extérieure

sur la fromtidre de G’ . Onoa s

a.-_ﬁ. f] F-I"l- .n-'l.
E]{I_,E.:li m . ; g, 9 l*';"'l?": Ellhf_ai_'.}
ﬂ-# P o i
Nhrﬁ J'ﬂ 4
E}(i,q::-‘f.' o o W € JL
=] =] s

l:lp' © = "l;."::_E._ﬂ.

™, T) = /
\

o &
o o o
On pewt alors ferire les conditions inmdtiales et aux limites (2.3 - (2.6)

sous la formulation générale i

(m-1) ‘;‘f'._]: (:

j'l. l..l::l



q
1 s

e défirissant H comme sultb

=] & = "','-'le Eﬂ-
( o o =1
i I!'ﬁ-'?':'l r n"'.l n't
T (= €)= -Ma @, Vi i,Fr-fn-:'.-_l,]
= g . 3, i
= E“""‘?Hij _'I:Q.‘ ;“ g, =My
'_f{iﬁ-.-i} . e L0 yxEI"’rF,LﬂJfJ}
M y + @

Los matrices M wiérifient :

an{’-ﬂ-ik]’ est continue ]Jﬂl.' EECEALR H {"ﬂ_.-t-‘: L8 ;q

s M+N¥% 20 sur o @
dans le cas o1 & 'E.P_g_ cela est dii & la condition [0

—0
(442RA,) & .7 20
# er (m-n)+ Wer (B4n) = R?
et an vollk qué & -E e e
Ly O e =2 , = —* =3
L S.Er_...r iy SO I:*;"- ulnga}"ﬂﬂ?m
{ﬁ-ﬂ](?): o @=> l2w ny==
- - '-:IiﬂFF- bt T a
wCMyxle,T [2ea na = (=8 2
i ¥ } q::-:' Liwnjfﬁ

o —o pragien gl TN
B I'I"(:-;I]:IJ e ij-n'ﬁiwﬂ'n}
W LI N

o |-|1 _,;_{-.j.-_."l}



-
]

L ks
(-1 {7 P
i = o ) )
pa— B -4 hl"{m {:;.] ceé qul permeb gde retrouwver
la condition initiale
L L L =T
= 3 D Ik e
5-n) (%) P ’

ne donne aucine condition

au temps £ =T

On voit dome que le problime peut dane tous les cas s'derire
sous la torme d'un systBme de Friedrichs du premier ordre, symétrique
ekt pogitif

- ¥
(1.1 ﬂ = T
——
{1.13y (RB-n}uw =0

Il exilsce différents thBorémes donnant 1'existence d'une
solution forte selon les hypothses faltes sur la frontidre D@
le second membre ¥ et les matrices B ot M qu'on trouvera dans
k.0. FRIEDRICHS [ -4 % PR 3;.!-3-:54] » LAX et PHILLIPS[A',_;',W G40 = a-m]
et le théoréme citd# plus bas dans FHILLIPS et SARASON E-—-:IE P 2-‘1]]

(m diéfinit une eclution foree de (1.12) = (1.13) par
l"existence d'une suite de fonctioms ] de H*(@)eatisfaizant les

conditions aux limites dét telles que

L;W (1 Uiﬂlmrmitq} + iH Hﬁ = FI'E_EC@] } = O

- =

[e telles ealusimns lortes .81 elles existent ont sclutions de

provlime:s plus falbles comie {1-1-'11.'-{1-15] 0 [1,1"-':|r|:1.2l.‘.lj_{1+22}-



S —

m a le& fthéoréme suivant =

thioréme 1.1, [A6]

( On suppose gue la frontifire est de classe CE par morzeaux. Alers
{ pour tout F € (@)  1e probleme L12) = (1.13) admet une
{ solution forte wnique appartenant & H o

In considére le probléme suivant :

—
!‘ Erouver E-’PE I'J‘I"-[r':'v..l , W {;‘;;I varifiant :

—i =4 | . —1:--—- - = ==

U, Vigagns _‘;L - 0.7 )de = (F,V ':In_i{ij

P 1.140
T *

VYV e HY

. — = . . '[L'E{rl‘_
t (1.105) JTLL{E~I1JU,V}c'r,u P Y v € }

i [1,.16) [ﬁ.-ﬂju =0 sur JL ent = et £t =T

[

te qu'on peut écrire de manidre Squivalente en explicitant (1.14) - (1.1}

trowrer U € b{a ) , U= (?J virifiant ;

{-f’l-*ﬁ'] 1:.1,!5 Lo Gua g A m‘:l_;.,?d“ + r.u"a: taddd da
L ot "l.'u'L I EI
g -._..,P_* 'I
wes'dee 4 | s’ Iﬂ"nﬁ-h-ﬂ-.:l“-ﬂ"ﬂr
gty [ e
i:.-.'l":la_ ’ Vs’ € H*(R)

-
—_— n \ .-J-m*.ﬁ':tr‘—c
= T Ll B N R =
hoany [ 2 FBAE T o [ g )y

3

, I"i"t}l'.J & ﬂ']d"":ﬂ.a'

T~ - Nwd.on jdT=0 Vo' € L)



Mous travaillerons par lz suite sur le probléme suivant

tromver [::LE"J [y EI-Jqlfﬁ':' &‘l‘ r_,__;.l:
WErCLELant @

. 4F] , (anta)

e (i) pop-t

2t

i

i . TELT doe - |""--"CL" P el "'.J_"LJ H“_EJJ =c

ahy v
! I‘:"I ‘}I.J-_QE- E-lrd (E}'j

(-’Iqi.ﬂ_] _J’ LULJ{F.:’-#J;H:G i 'Jrjlr-.-_n“

f.l-t'uJ

, YaTe L)

(1170, (1.200  (1.22) est Bquivalent & (1.17) = (1.20)

En effet, en prenant w® = ¥oou gup My, en obtient (1.21) et (1,223

-
Ioversement, en Ecrivant {1.21) pour dee 'f.- vErifiant
div = o sur JSL

— i
.

e : o rar g
d'aprée la propoeition L-2-2 on a p.p.t z

f;%ﬂﬁ']':r:‘ﬁm ot p € H*(R)

et F':"-" sur r...-:[
done (1.21) s'éerit :
Iﬁp anr JFCEA. f.,-.;c.l.:.uf-"l’-"!-rrt-.lﬂﬁb node =
N
0u encore @én appliquant la formwle de Cresn
—_— =P
Jr I:l'J—r_uj el \J.J:hj_ + (- F'|. YIRS el = =
iy My
el &n prenant "fI‘J solution de

;_l!_._"l.f l_||_|': P'L'-f‘
porewip o,



wdl
Lokl

.
( 11 en exiate ¢ il suffit de prendre b = '5""-&5""""" i W€ R ELY

. ! I.'_'J fAetal dee = j’ { e - Ydo ] j
aveEs . e o= =h [ = _
||- Lntﬂi{_r‘] __.‘IF I'i. F
on ohtient :

_,[Iﬂ{_F"""":'l Jae 4 \J:- {'L-JE-F'HI‘:I‘T: =

la
= '|‘:|—.Lr~.1 o o L

]‘,;:-‘—h.'l': m'l'l‘.

done e sur I"i ce gui entraine que (1.21) - (1.22) ast Equivalent
& (1.18% (1.15)
[

Nous allens mentrer qu'on peut appliquer le principe du maximum au
probléme {1.1) = (1.8).

proposiCion 1.2

{ i €3 est une solurion classique ( c.@. € fefﬂ1 )]

{ du probléme (1.1} = (1.6) ol il existe &) max, une constante telle

[ qua
{ L B EuF(mE,mﬁwsrwtj % Woaay
{ *E
e} o, wne tanstan ke Felle

Cyoer
[ Ll Ly iy {LJJ-I;_,{LJ;,WS,LLJ,.} :,.-'L"":‘Mi'u,

o,k
{ alors Gr, ., F oo € ey

démonstration

—
enn &liminant 7 entre (1.1) et (1.2) on obtiemt
(1.23) .l;.}-:i"_éf r L G 'E_"H....J. - E"_E__ ['Eﬁu!j'_':;‘%11 +L".|::-I-':.'u'j':-'l-|
) ok i g, HE < J Ay ___‘;L L-I-?E_-l-r':u'rv'-:'-
5oLt LS S .

ot dafimit . . o moa

= L T L0

+ ] .r . )
on meltiplie scalairement (1.23) par L° dans ."_‘zf{'w:lur. on intépre par parties :



. =
(1.24) [ ihﬁ{'u“_éx.::?ju*‘l:ldg.. di o« 2, [ | dut gv e d4

Ja e
s 3 [ D@ (o o B YA db +me+ (- % cliv &) d=dt

AT N (D) g Z.HL LR

4

Ir f-e,t:_._.r'-[-i_-.. tuq-‘r_:'rn.'_.-_'l,.,.a_'_"'lL-' elae ot
oy

‘a gmE s +
Or, on utilisznt la définition de & et les hypothiéses de la proposition,

wt e b 4 =
jl-;..,;ff ':';.bbﬁjcxl*f

—

J.GJ\ (U*%:_ n.r-:}nr"'j dwe clt =
E i

fﬂ L hfoor e = 7—‘;] by (- womay ) =t eln go

n
ey U= 0

[ e (3@ gETE Tt o TR ) dodlt
- (eag .L;_uhﬁr'-.l-h{' (). rj'—'l"' ;:"'}:Im-,;lf-

'q,H ':-'ﬂ T;l

LA

£ 2
= 0

j {L:EQJ._?'T{‘vLﬁJw‘ﬁmmnn\}U*Elx Cl{"

G

i ' & . i I
‘J (Letle rLe iy — e+ Lu'jf-f'-’r.-.,h, :}U' elae cibgo

-

L]



o) o clt

= o I e v Q
’ Lf*fTDfGJEJm e T3

I ox £t
Ir Ay + = _}"-'-1 ourtdadt
_.—In-—"ﬁ,\_l.. s
u|£i[ﬂ1’l:| . (wm&rdwij?{aﬁ.ﬁ&ﬂfﬂ'r
Fq_}ﬂ'inf-:r.]
_:- —-|.l' |IL E
j Lbﬁn‘uw"’-'—‘i\]:l& : *daelt
B-LIF Fi
—
puiaque -r]-.s G.n 2¢ , s & Wmay
_ — — ke
Dlas 2 22 dudd = T f ey 227 2dn de
i@ oML "o o Ay 3

done (1.24) donne

(4.25) T | gy et o0 T g th+jf*~f*'?"~
L) Y0 ik 'El'l‘j 3

-

- AT dadt
I'fl—l.— Eh =

[ s

+ '-‘-"‘—J hf (o4(n))¥doe ¢ [ s+ L)W (U clodig,
< I"'_a;{an‘}

p=—a —_—
j et utilisant le caractdre défini positif de D (§ :I
et la condition (C) aur les terwes d'&change :
r:I . v B 3o
e L -
(7 }-:.‘1 n 2o
1
oo peut couclure gue {.Ur + (1) ;I =0 E\‘ijt"-"«-f:]' ¥l e

done et o o partout dans Q
=B Lo = w o,

an npére de la méme fagon cn posant

L6 - S I

t

et on trouve de la mEme facen L i



Z - 1e prebléms aroroché

fn déTintt le probléme aporeché pour un maillape spatisl identigue & eelud

#ifint en L- % . & ,
Goit. W wme maille du domaine de frontitre QW = “'-;LJ,_ CLl ol
A est 1la partle de oW  commune £ 1a maille W et 2 1s
anille W,
+ = ="
folent DWW = tu‘;z““f °d R.fx "’"‘7}
—i
Ivwr = | % € 9WW ol G.fe <o}
¥ - _&-l FT. !23
] DWW o Py =
Gait "..r: 1z fonction définie pour © & % ¥ 4+  par:
\I'“" {"'ﬂ-] = - si g9  eppartient 4 L'intérieur de W

Kw'nrt
ou 853 £ i:'}*_'
= A 51 w € ouWw [

< -

= 4-d ¢, w € ewWw =T
Z [}

4 o e € DRWANT
&

= D LR T-1 51

k

¥ :
Or. définiz alors l'espace Uﬁ destiné & approcher les fractions de mas-

B¢ a3 par
VF: = 1 Vi = Z"!"ﬂ '\I’: :T.TE'E Llf.ﬂ.]; Vi = r,n-nﬂ'u.n.'\u} _
“ .

L'esnace W’{L des fonctions approchant les flux dispersifs -j- est di-
Tind commz W/ 5_‘ en IL-% (ce sont des &liments iscporemitrigques de de-
ere 10,
I'I,,.I'g espace des fonetions approximant les froetions de masse de com-
tour sur ['y st défini comme en -3 {fonctions constanies sur chacun
ges sepnents frontiéres de F;,_r, }
im supdivise 1'intervalle de temps (O ,'T) en. N intervalles de temns LY

*



n définit alors le ;rotldme approchd :

) . o & #
ayant défini fwt, wi' } par lee prejections our "'-Irh -E.l' v

e
ke
=
el '-'Irﬁ_ da {3, et uz,ct. '5“{‘-"-]:;{1,“‘”5&}
trouver WL T o, —a-. LN {ME.—-ME_M, Tﬁm-ﬁ'j
vérifisnt .
ey [ uh b (WR-wE ), J_ﬂﬂ i T
Lt

£
2 w
LT (negntyof dn, Yol €]
(z2 [ @IS T P iy cliv g dx
2 e TRy dx - jﬂ{_ﬁ#h;wﬂ-}c ¥
"J"lFbE W, “'jlr-_,'l{rl:-.:li't""+L"-"E.,WHI!I r._hdrzn
— o <z . ot
{E;S}—fr g ( g - Ay @.m ((wgMrag™ e
F) ) . .
yYog e Vg,
o Ty {ME ! "IE-‘} digerétise le terme de transport.
Una:

(2.2 TH{MEJ vE}I - '}:[

E {Wj..t[-LLUq'ﬁ‘]'jJﬁ Q- n de
[F3 T LN

[ "
WK’
—f — _d-‘J
H"%.'d} * (Jrauu’;.q‘ ) HT ]
avee @= -1 gur [ . *i*nf willeurs

f ooz g4)
[
ofi K déaigne une maille adjeconte & K .
Un posz pour la sulte o ™~ ﬁ‘ "

4 Com
-l oA (8
§ = 2 (3§

Lyl

)

= |
+t|‘”"'1\}



L] ™
et aver {‘--‘;,nj'{?ﬁ HH"-: Al
“J::I- |:Erﬂ.l-':‘j= cogs % Eu-ﬁfcl: !
by © M 51 Dvw o 'I_'ﬁ
S DMW oy

]|
4
-

"
o

Cette diserdétisstion consiste & introduire des dérivetions giseretes dicentries
cans le sens du courant. Les saute dans (J,4) expriment la présence d'une
mafse fe Diree sy interfsces, due & la discontinuité des &liments renrigern-
tart L - Le ddcentrage est contr8lé par le coefficient of

LA clrorctisation =n tewps est du type Urank-Hishalacn.

cnoutilisant les mimes notations que dans le chapitre IT on peut écrire de ma-

nidre fmuivelents o {24):

(25) wi-wi | bd de 4 e T ™ Y
5 J“ ¢ de \LC’L Ti,_ L el ae

- m-tfy  ome g\ T
T (winp -k )Ltﬂ}{jw_wﬁ nw clo

Ll',_-t

_ = — ) 52
_l_{-i'alf}{fatr“j&,ﬂu Et'.f }]"" O e jﬂﬁﬂ

= JﬂH -Em"*‘;""' d e

,"ﬂ" W maille du dmnaine .
OU Bnoore
4 - e
{EE} E (m:_w:”}...}: { l'[l'.j fl’.li'i'lal-h;:l.]- 1:.‘* }
AE Ls-Ll
&4 - A -y
ST (o wt )[wd} T + 4" «"JT H,_r

Wiz
- Ah
+{”HE.PH=J"H ﬁm *dax
x —=r -
Pu -_'le"iI dae p Tew! 5‘]"3'!‘. Ry A

Wt

—_ —
. . e , P -
le flux de miélange () est anproxdmd de 1s méme facon oue J .



{-E--?-;' on utiliee la méne formule d'intégration nunériaue qu'al cha-
vitre [I pour intégrer

> il ¥ — 4
- h_.lllf | |
.."L':I::.:,_",_'i-jL 55, '*-'+']L' dx 3 savoir IH'. 5{130‘1 gigl Eﬂﬂﬁnjﬂ.clu

Al les EI{, sont les fonctiens de base de W

o corivent (£.2) pour tout P = (£,0) o ‘{'s.*:,, € )

on optient de menifdre équiveliente :
L

. . i)
(23) K T30 3 wur (A, (0 At + iz AL )

o= A

A i i
- Za "--"-1:““Ii {du“} B,e ¥ dia (1) ﬁr.rf: =

i
h m- s, . = (i) A ,{:)
—_— H‘t.-'l. | (L} - +.-i1_t A‘
(9.8) Wi Tt - Z e (daa () Aw,i
i Gig e (g4 €V E‘ o F dar (1) [-5"-4 j

L=-

‘,l"if L noewds du domaine | . e
ou P'rErE‘—""; &_- E=4, 2 sont les cosfficients ae 0 (& J (1)

“n forivant (20%) pour tout fonetion carectéristique de segments frona
tiéres de [, » on obtient

< Fry = " -
(2.9) {.Ezl[{rhl':ib F-;ﬂ- EL;-‘.. &}P R e &J - v

L# snhire de digeritisation est conservatdif

.. . 4 P
les fchanges sur une interface OWW gus sy terme de trensport s'éerivent

- lrm“‘m“'}rhld}“rﬁmuf .Hu; (_L!r + [4- JJ‘( “J+ 1"4.,_: .;En']

- (1_._1?.,';_ Lal g EH?]IJ:”{, & ﬂH.' {I.|j" . L"L HIJIEIHJ I& ﬁui C{E'J



orientation commune pour les normales =ue E’ '

-l
jﬂa H_,En:ﬂndﬂ'
+

=t PP nrenant pna

[ aa) fw oo 4 F-a)
S [owar, @0 AT A

(W= o) | ]
= —t —p — —p
(oo’ - wy) Lh-i-ﬂfauﬁl G .ng de +GL_-;_=¢J jﬂ'““lq-ﬁu :!lu']

- —rn -t —p
(Wi wi) [ Jl':'ﬂ'l-".i & *fauu' & ny clo ]

— =

= - (wu—ww) fauw T 1% do
““ - ::'I-:r:l

g =i
N
'[w"‘ Joww: @i ¢ e’ I&ﬁw H:

Les fchanges sur la frontidre sléeprivent ;
-—-h = b \
clg

J_I:QE‘ hc-:r' -jr--[wh f-uh g

K-
alors, e soemant L:.E 5.} =ur toutes les mailles on phtient :
—
f bﬁ -w™ ) dw al-j jh""'ll'"-l-, A el o~
n

=4 —=p
A n dg

'ﬁ..
- Y -".*.:.E" 7 cuﬂa‘?dh +VE1 +"'-'-:'ﬁ LL"q-.

+.r +'|:'|.'-"& ﬂ'l”- d'.'..- * I‘F ‘;M llllll Ep-;nrtir
i

M- Ay

-ty
T

on l:.}-_ E].L‘JE#

( e/ "4
Lhﬁwa;h clu+f:r 2Rde 4 [k Qoo o
mhQ.nele: j{lﬂmi‘-""*iv"-‘?i".'"’”"h)

e oS



v sehiun de diceritisstion est statle | Vi telque © s A s4)

“n derivant (2.0} 'l:.:'l'.h.j pour LTE = m;“ l&'

‘li ’ U"E: U-.-'-Em'lft

;ﬁ__ jEI'«--. -

et en spmmant les trede douatiens on obhtient :

{'a_l!ﬂ-} J_;Lh_*_'}f [(L‘JE]‘E - [:"':"E-I_]!] n:'l';lt + [IL %—l{a'] :II-F?. 'Ir"r:_ E'Ef."'FE ::I':hr_
Ay

= . jm- w’;‘:"{"*dx
A e el —B =B 1:1
o B 4 I WLy
M (JL-&} _r {mm'lﬁ) ﬁp ’THP-I:E f.'."] (-wr"n-{.',-":_ t«.}:u'rl.ﬁ
-I- E"U."Ari_ W ' in

-

- " ]
o oeerivent teus les topmes inteyvenunt sur une interface _-E‘r'l-"':-“’ (LN

lérents non ingluss dang le frontiére, on a2

Pl e Y me oy @ e do)U+ad . -d)
T (W W l}l‘t-["h'ﬁ“’_ﬂ K o) 3 +l_ﬂﬂ+§.ﬁﬁdrf11_

Wt {m":{."f PR, AE 1) NPT dojtlsn) wc LED o Clﬂu%ﬂ]]



e

e
o Lol

cricnteEnt la nomale A
maiile s

o KW' de la méme faqon sur chaoue
Py - 4-4 G Ak
n-ly ] EH"“”I Q. hkca +4za Lo e 2l
D g o - DK, £ SOKWT
ctomh (wprh)t) [ TR
"([-.w. EE-J.J;’ -'!-_,[:u._p ‘4 I‘ B “

:___.illr m.";,]L (u""-.ﬂ"; j Q.;;:lﬂ'v-ﬂl”j
2 =TT

& ATl ) e ™%,
S

-i‘t. H ,r'r —E ==l cl

].'f“-‘ )%+ (e ) ] Saup - Aalde

¥
_%_ oy :} jEll.i:I.{

i

]

|
L g e
&

“l"

P c!tl'-i-"" {wm ;l} faumﬁ n“
melh -t R
2 Jﬂ ”ui“ﬂ" {wu L'-‘H." ﬁ'}

AT

Tar =i

seurs Les termes de bord 5técrivent o
| =
B V3

-uI'T‘

wde - jp-mi-i {“E‘ﬁ'

b —r —r
_WEHM l"ill.:lq‘n el 0
e
Uone le terme de Lransnort a'éerit i
- — e —IF-.-. m'l"i pm !‘II
_ HE j "Ezq'.ﬂ:clu'* +J‘[wg‘f" wWHe i gon
ak "I s
< titi 't':rrrnr.: 'i"'t""h!'g
P by, |2
Lr torme fﬂ'%{mﬁ_ H":] CJ?L stecril puisque 9
- -
T R
I w VI

— -
= Wiy fLlsg
= Lz +tly 2
{Wu :E:'Izdﬂ‘ + ‘J- *-L'_t-e_i-(-'-.r-l-iq. Jll:f_u"" 1..-':1 ol 2
Tone [_f_m‘;

ENoprit en dAfinditive s

=l

(2.1l |;Lla-if.[[uh 2. {m;.,:i doe +

fnﬁ-;;' }[a‘“"ﬁf‘rlu +j'
Jr—ﬂ"*‘f"’-ﬁ *
E

m‘fl}th — Cl'
in:m jr-{ w (s Ijr'llr
-
.JIT. [lwq ™)

<

| - IH-. ]
* :]l:': c mur ‘]QF‘I c.!ﬂ' + %_._Lt,{a-riﬂjtmﬁ. "';-5 dw
+ el 33 Termes i-auilr-"].s. - S™M- A



- f_[fwﬁ_""r‘_mﬁ_"‘"’ij (mi”gl{}tjah,#ér

Ges résvltate permettent de montrer & le fois llexistence et 1'unicité de la
galution du problées arnruan, et la stahilité de ces solutions.

En effet concernant 1'exdstence et L'unicité on remargue que EE '} {2 3]
est douivalent A4 urn systéme linéaire de M éoquaticns 4 ™M ineonnues
{ M = nombre de noends + nombre de mallles + norbre de segments froatifdres
da r‘a 1, I1L suffit done IiE montrer 1'unicité C.€. que 1la solution
nulle est 1'urigue solution du probléme homogéne.

En &erdiwvant f_.ﬂ | } homopéne on obtient @

(212) £ [ bglek Ida +o T‘fﬂhf"'-'*I‘d +_ffm""-‘”=HG nldr
- 1.. ’,":f{.u';"L' wam*r}t“ﬂ—rér ! in_{mﬁm :}{‘:l“'l VqQ - r\l:]lll::r

Ire | -
)L [,—_u'- ™ - .r!i) Ja" ﬁﬁﬁlr+%fﬂ{:&+iug}imﬁ. _}lciw..

fu.:r
¥ IL_H _f’_'%“ + des termes Pa;ii[h = L

dted 1 decHo tel que -
™ m-
L[luht£+ljh 3’I=J £

- =
: . : A .20
ruiegue Leg, Ly, Lt 29 [‘1:'-' z ) &
oyt entreine oy M, = I-'"Ft _

m-f;’a #jﬁ.

n remerguera ou'en Tait 1la répulerité du evetéme ne tient pas 4 la presence
e . . . 2
i o= ey + 5 -
u tepme ¢'avolution ni du terme j 1[31—-2&5] *'-*-15,. P-JH .



. _ B |
C 1 a . Fn-
'n effet mBme en 1l'absence de ces iermes {l’.il] concuit 3 é: o

ot elers en écorivant -I:-f 1 hemopine on abtient :
£ TR iy .
-‘j;q,c"ﬁ c:Lurl}ld.u. +fr,amh“‘p.n=afvg,wzwp.‘

qui entraine, d'aprds la condition de compatibilité &tudiée au chapitre TI (% L)

-

ml
l:'..uk:,g HWE"M:G

cencernant la stabilité des solutions on ve montrer gque les golutons restent
- v ) m
borndies dans L "O(e, T ; LE () ) pour & £

et Ld (e, 7, L2(Y) T -

pour

-

L] ]
Jemonstration

En scmmand {E.”} nour m-:d-""‘ij .f'""iFF'E'Pr
an ohliend

(1.1%) f b (wh1¥d= + 208 fi¢j&?fﬂh“ AlTex

+ 3 ik E J. LJE‘L: d'!.{nﬂq,:;;[ [{mg't}f 2 m;'?im:'?-‘.‘.] ul':g :Iﬂ,
-

+i!hl:1 S ~r(w+»""} B PAAATRN }:‘.”\ﬂ

m-l-‘dclas. fermes Fﬂt;l-ils = Iﬂk?f(ﬂ“ijad“

cela entraine o J e

[WE«lLtcn}+EEEl 5 4, .{1!; < C [j b (oo gt cl e )
J‘[-“”L‘”v"" rrelw ‘]dl}

me|

(L:nf.. i st }“-"*E-Fr'wtr dans L"’(G,T; L.‘[,n.'}}

O T EC F:f"-! oen eohtient -

— %
-J'E.L est :|1u:nr'~r:a«f_r 4'.]'2'-"-5- LE[U‘I:'E' t.ﬂj)



L

3. Résultacs numériques.

- Premietr Egft =

On a d'abord teeté le prograsme sur le probléme suivant :

-

[3.1) r:"_—"t‘“’ + d.’u "J'+E:3ru_zi.:=ﬂ dans Il . {0, T)

=
—t= —e
(3.2 & = - :jﬂn.CJ L dans 5L = I::UJT}
—_—
(3.3) J.m =0 pour o, € fo, 025], Vi, 6 V¢

(3,ijicﬁt4a{.}:ﬁ{%¢ft} ; "ﬂ"':{'ﬁ, "E"Iiﬂg,
(5.5) oo (4, %s, ) = "”_é (e+4)%, W&, Vo,

(3.6) to (%4, %y, 0) = 4 e Y oy

4

pour {H], o t} appartenant au demeine

L (9,7 = Q0,4 % ]%0.28[ ) x Jo, 4]

La solution de ce probléme est ; peur F: frj.;:]}
{AJI:ZR-.-..'“-I_,E-EE E'--l-"-l;l—{"?-'-d_-'t]-"t“' 'ﬂ’xa
Ilf?ﬂ.{,'xa_,ﬁ}: E"‘Jt_.’l # ‘HIH_L

:r.'E,. {1"'-.l'x=r !:1}= Q ] HI;.-.-; i 1?'1:-, / \T’E

Le maillage du domsine spatial est conatitué de carrés £gaux dont les
lengueurs de c3té sont &gales A 0.0625. Le pas de temps est pris 8gal
i 0.025.

Les r8aultats sont rassemblés dans les tableaux qui suivent. 3i les

fractions de masse w sont caleculdes aux abscisses Exi)i=1 Py
L]

flux dispersifs J . le sont aux abscisses o et {'}r_i + E.nﬂ.llf-)l__l

les
6"
Oun trowvera les résultats pour différentes valeurs du coefficient o

controlant le décentrage des dérivatians discrites représentent le terme

de tTansport.



FRACTIONS DE MASSE w AU 5Eme PAS DE TEMFS

abscisges W Téel w  ealeuld w caleuld
{n =) o = 1}
. 03125 1294 | 285 1290
. 09373 1255 1251 . 125%
. 15623 1255 1251 1264
. 21875 1294 1291 1307
. 2EI25 1172 1369 1 384
L. 34373 . 1489 1487 | 504
L. A0A23 . 1640 1644 | 66T
. 46B75 . 1041 . 1840 . 1564
. 53125 . 2075 . 2073 . 2099
. 58375 . 234% . 2349 . 2372
. GSRZS . ZGA] . 2BAT . 2683
. T1BTS . 3013 . 3014 . 303 :
. 78125 . 34503 . 3a03 . 3420 ;
. 84375 . 3833 . 3835 . 3B4R '
| . D625 . G302 . 4304 . 4309 |
| . 96875 , . G4EIQ . AB14 . 4BOE !
i i o
) —
FLUX DISPERSIFS J AU Séme PAS DE TEMPS
ahscisses 1 péel Joocaleula l J oecaleula
o =0} (o =1)
.0 . 1250 1277 . 1207
. OB25 - . 0625 . 0597 . 0510
1250 - 2 . 0000 - . D065 - . OD0RZ
1875 | - . D625 - . D630 - . Q694
25[“:‘ = = 125":' - & I.r."f.r]' = =3ﬂ'ﬂ'
| 1125 - . 1875 -, 1883 - . 1921
| . 1750 - . 2300 = . 2309 - , 2534
| . 4375 - . 3125 - . 3134 - . 3147
i 5000 - . 3750 ) - . 3734 - . 3759
, SRS - . 4375 | - . 438 - . 4370
| B2ED - . 50000 | - . 5009 - . 498
i BE S : - . 5625 [ = . 5634 = . 5590
o TR i = . h250 = . BI5% = . L1999
L BI25 - . BB75 - . BBBZ - . 6BO7
|, a7so - . 7500 - . 7508 L= 7410
[ . 9375 - . 8125 - . 8154 - . 7990
TR - . B750 - . B453 - . AR4D ,
| ’ !




FRACTIONS DE MASSE w AU 358me FAS DE TEMPS
[
ahscigses w el w calculé w caleuld
{2 = O} (o = [}
L0325 |1 . 210 I . 2305 1 . 2301
. 09375 || 1 1802 1 1797 I . 1808
. 15625 1. 1313 1 . 1328 I . 1339
_ . 21875 1. 0%03 1 . D899 I . 0913
i . 28135 1. 0513 1 . DS0R I . 0530
. 34375 1 . Ol6l 1 . 0157 1 . 0183
. 40625 . 9340 . 9B45 . 9874
. L&BIS . 9575 . 9571 . 3603
. 53125 . 934 . 9337 . 9369
. 59375 . 9146 . 942 . 9TE
. B5625 . BYBY . 8986 . 8017
. 71875 | . Ba7? . BA6A - . Bagy
: . 78125 | . BT94 . B79C f . BaL5
. B4375 | . B755 . B751 ' . B771
i . 90625 | . BY55 . B751 . BTG4
. 96875 . BTah . B790 . B794

i

FLUX DIE?EESIFE J AU A5&me PAS TE TEMPS

sheciegns J  rizel _li.”. :aé;ulé "}:{1 Ea::.;‘:'l.llﬁ
. 0 . BYSO « BF5E + GETG
. OB25 . Bi25 . B123 . 8l
f 1250 . FS00 . THGE . 1389
. 1875 . BATS . BETR . 6777
. 250 . G250 . B24E . G166
. 125 . 5625 . 5623 . 9555
« 3750 . 000 « GTOF . G945
. 4375 . G373 - 4373 - 4338
- S000 . 3750 < Ji4B « 3730
. SE25 « 3123 « JEEE . 3124
. 6250 < 2300 . 24494 « 2319
. BETA . 1875 « 1E7& . 1915
. 7500 . 1250 . 1249 c132
« B1235 . 0625 . DB25 . 07 ¢
. 3750 . D000 o 000 » O1Eg
. 9375 - . 0525 = . D625 4 - . D489

1 . Q000 - . 1250 - . 1210 . = . 1085
B | 1




— Deuxiéme test -

On dé&finit la fonction impaire :

i . A e rr:
Er*g._'!.}_\rﬁ_lj“: Exrafi: ) clt
et on définit
Erﬂjr_ () = A - Er"flf‘l-}
On considérs le fonctionm @ Pq;:-u.l‘ ®, O, Es o
w¥(x,  t)= %[Erﬁjr_ (wimn,,t)) + exp (4073 a Jerfe [#(m,ﬂ}]

~Agt- ac-? - Andse ApTié
of w (g, £)z K200 E o b)) Raracte

LV 40"k +a0°f od Ilr’r-‘iﬂ_'g_r‘-i.u’:l

On pourra calculer erfe(u) en sachant (Abramovitz [197]) qu'en peut

ciéleuler erfi(x), x = 0 & ]r_'l-_? prEs avec la formule

erflz) = ] -
’ 2 3 b, 16
{I:+'Cr.|.'r'.4 ey +531 _"155-";]
avac al = . Q705230784 Eﬁ = . 000520043
a. = . Q4Z2B2DI123 35 =, 0002TAHSGT2
&3 =, QOO9ZF0SZ272 g = - 00004 305348
-2 ‘J . y .
On caluulera 'E'.!EF- {io “'--I.-] 'E-l"jl'-'.- |:'-‘" d 1'aide de la fraction continue
~L 4/ - WL .. (Abramovitz [19]) qui permet d'obtenir

w4’ F e R

£ oenp (wt]e r-j,":, () pouf % >a,

Ce test a &té choisi parce qu'il a ume significarion physique précise.
Tl e'2git de la propagation d'un "front" de polluant dans une colonne

semi—-i1nfinie.
. x ; W : ;
La fonction w .L}ngl::l est solution ?f.% du probléme suivane :

on défintc

Sto= ]DIAD*{}{ ]a,dzﬁu[



=

&5

Il s"agit donc d'une nappe de 10 km de long, ce qui constitue 1'ordre

de grandeur des nappes sur lesquelles on & 3 travailler généralement.
n définit :
A = Asom ATEED#‘* G, = E,lﬂ-'am‘!)’ﬁ , Q.= ©
b= 2m  B@)= (2 2) D= AT b4 [T
o "D b Hﬁ.

w  wArifie :

1 o
(3.7) r:;)fr%‘-ﬁ_:,-i-:hu‘a‘jr ql:jﬁq = O dans L , t»o

=y -— =

(3.8 T = - D(Q Lgrngu? dans L, £ %o
— —p

(3.9 T.n = 0 pur %,z o et w, = 1250

Yo, s B wo

(3.10} LJ[:’-:\JRL,&}=-'1 , W, , £=0o

(1.11) oo (do% 2y, )=z w¥* (4ob, &) , Y, , £50

32y o (o, %e, 0 )= w¥ (%, 0) , Yo,

Il s'agit donc d'un domaine tronqué par rappert au domaine oil opire
la fonction m’ y Une colonne pemi=-imfinie (x z 0). D'ol la condition
de Dirichlee (3.117,

La maillage du domaine est constitu€ de carrés égaux dont les longueurs

des cotés sont Egales & .03125.
Le pas de temps est d'unz demi-journde.

Un pourra comparer les résultats du programme avec ceux de la solution
analytique, calcul#s comme il a &té dic précédemment, pour 3 semaines
de simulation (42 pas de temps) de la propagation de ce "Front”, dans
le tableau et les figures qui suivent. Des essais ont été effectuds
pour différentes wvalaurs du paramétre o . Il apparalt que le schéma

est moins précis (plus "dispersif™) quand o se¢ rapproche de 1.



REEFARLITION DES FRACTIONS

DE MASSE

[

APRES 3 BEMATINES DE SIMULATION (it = .5 JOUR)
abharisses X W réal matilg?]é . ;dicT{E
156.25 1.000 1. O00 . 359
468,73 . 999 1,000 . 957
! TR1.25 .997 1.000 L5
i 093,75 L 90 1,004 L9538
L 1a0a, 25 L9710 0.987 L9318
171875 L 930 0,945 857
203,15 .555 LR57 773
2143, 75 L7319 124 BT
2R5H.E5 <SEY ChR2 L0555
296,75 423 . 3499 437
381,25 271 L2159 326
1591, 715 152 « 154 230
3006.215 74 L DY . 154
4218.75 031 L0042 087
4531.25 011 01 LO5H
4843.75 « O LA LA
al56. 25 Nl k! NaaK:
S4GR. TS 000 .0l Loog
SiB1.25 000 . 000 004
G091, 75 . 000 . 000 .02
X, ® B3, 75 000 L0000 Q0o
I




T1.
Riéparcition comparée des fractions dJde mass=e réplls
ct calculéea aprés 3 semaipes (42 pous de tenps de
25 jour).
-—v--\;\ - -
L]

Schéma centré

(eoefficient 4'Echange

=

entre les mailles
g = 0.}

Ap® m,

e
: solution réelle
iser-s Solution calculée
L] x.
HI
¥
II-
Schéma décentrd
complétement vers 1'amont.
: (coellicient d'échange
1 o I entre les mailles
a = 1.
\ | 3‘
|.‘ 1
\.
L ow
1'"!
\




ANREEE(1) = Caleul do coeffisients

1
=
T
=

aur catouler les coefficients on se ramime & la mallle de reference

-4
..i
-
Toutr meille W évant imzpe,ner une appliecstlion Fu ’ de W,

I

e Teet o L, M) = (A ATy
£, (2.%)= = (4+E) (-]

i
y (5,7)= 3 (2eF)Ca7)
2 (3 -3 (2]

 FaGi)e Gon)  eme (s = B G
4 (5.71= i g; &5

o= dy

~ Tk X ) o F
Grit Ju o= |[ 3] ,.? ,1p déterminant de la matrice Jjacobienne e T
[rt-ﬂ ‘d ".1'

o
o
518

""n
oo

[

° ..I'.{: 4t E H : ?| 1' AT F:'.‘ kL T.'Iir'..'r- .|l.- h-i-.'l.‘
- ~ - - -‘;l-r;l i
'H-I:-l an ‘.': [=h ] !_ H

T - E A G Gx)
awee Aa=z [ (- 1‘1'-*'1{":!41 94)- (R (ga -9 ), tec amres A, itent

rbterus pas nermmtetion cireulaire sur les indlces. 51 on pote Fl...h Ag, As , Ay
les sommets de 1 maille W pris dans le zens tri_:'_tgr'nm&trimlr-, on o8
e I 4 | oy SRt A i
?'f:.: o [Ag Al AR .l!l.g_,11[ W Ap Mg, '“lﬁ, l“'h..LFLn-....n_ module L.
plus Te =@ . =n effet W itant un guadrilatére conveze,

nn {Riﬂi““nﬁﬂﬁ,lj}u el donc ‘}.i":-u_‘.l
dmal - [Fel= T3 - .'i'.l__?'- {;{-:Er_.}.:l -

om en déiuit wn encadrament de Jp

H - 2
'::,5:',,,.‘*1 ol Efr'"h'-‘ s Ba , Cy :uns}ﬂnl‘ﬁs =



e T

Me = L el doy = f Te (3,9)dEdy
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