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RESOLUTION PAR UNE METHODE
D'ELEMENTS FINIS MIXTES

D,UN PROBLEUC O,ECOULEMENT TRANSITOIRE
A SURFACE LIBRE

J.M. DARVESBoRNoZ{J P. GEND66I1 g. conDAN(1

on adspte ici 1'algorithme l4AC utilis6 dans 1a discratisation
par diff6rences finies des 6coulements incomPressibles tran-
sitoires 5 une m6thode 616raents finis en vitesse-pression (1a
pression 6tant approxim6e d'un ordre inf6rieur Par laPPort aux
vitesses). on utilise un modEle u6caoique EITLER-LAGRANGE arbi-
traire permettant de pre[dre en coEpte 1e d6placeoent de 1a

sutface libre. On plend en coEpte 1es effets drentraineEent dus
aux Douvements du r6servoir, 1a gravit6 et 1a caPi1larit6.

This bilingual wotk in two volumes edited by E.
WlNSKl, P. LASCAUX and H. VEYSSEYRE consisl
(42 in English, 48 in Frcnch) Wesented at the 2'd lnternational
Congress otganized by the " Gtoupe pout I'Avancement des
Mdthodes Numeriques de I'lngdnieut" (G.A.M.N.I.) by specia-
lisls of the lollowing topics :

Becent /esults in finite

mechanics,
mechanics,

optimization technics and

and composite
numerical sottware.

Engineers and members ol universities will tind in this work
the inlomation they rcquire on advanced methods ot nume-
rical analysis,

L'ouvrage bilingue en deux volumes r6alis6 sous la direction tech-
nique de E. ABSI, R. GLOWINSKI, P. LASCAUX et H. VEYSSEYRE
" M6thodes num6riques dans les sciences de l'ing6nieur", regroupe
90 communications (42 en anglais, 48 en lrangais) pr6senl6es au
2" Congres lniernational organis6 par le Groupe pour I'Avancemenl
des M6thodes Num6riques de I'lng6nieur (G.A.M.N.l.) selon les
themes suivants :

M6thodes des 6l6ments linis (resullats r6cenls), oplimisalion el
conception optimale, comporlement non lin6aire, comportement
elasloplaslique, mecanique des lluides, homog6n6isalion et mat6-
riaux composiles, m6canique de la ruplure, lranslerl 6nerg6lique,
logiciel num6rique.

lng6nieurs des domaines p16cil6s, universitaires et chercheurs
pourronl trouver dans "M6thodes num6riques dans les sciences de
t'ing6nieur" les inlormalions qu'ils souhailenl sur les modes avanc6s
d'analyse num6rique.
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INTRODUCTION

On d6sire Etudier 1e Douve&ent drun liquide contenu dana unsoumis e diverses solicitations.
Od se donne :

- la.g6on6trie du r6servoir (sous forme de naillage repr6seaEaDtgection plane en 2D, ou de DaiIlage voluDique.n 5O). ' --'

- les constantes physiques du liquide :

- la Easse voluaique p

- 1a visco6i16 cin6tique U

- 1a teIlsioo euperficielle ode l,intetface liquide/gaz.

- 1a position initiale de 1a surface libre S(o)

- le chemp de vitesse initial dans le voluroe v(o) d61imit6 par leparoi p du r6servoir et S(o).

- 1es conditiols aux linites sur 1a paloi p.

- 1e6 forcea volumiques (de gravit6 et d, entiaineDent dues au,aoouvements du r6setvoir),

TODELE MECANIQI'E

i:.il:]+:"li:1 du. d6placeoent drune gurface libre ou d,une paroioe!ormable nCceasite la formulation des 6quations de 1a n6canique deaDilieux continus en veriables de Lagrangei ii-;;;, -;,;";:"p.r.,
habituel de ttaiter 1es nilieux fluides 

"" "..i"bi"" J;r,ri"..
0n peuE-concilier les deux approches a condition d,adopter un forE!_rlsoe det1nl cor@e 6!aat arbirraireDenr Lagrange _ Eul;r (l Zl ,l3l ).
l. Cin6patique

Dans 1e donaioe variable dans 1e temps V (t), 1es 6quations de la
T:"-1ll-o-r: - 

dl" 
.+i l ieux coflrinus sont iormuI6es p", ..'ppoi" a un charpoe vrresse w (x, t) arbitraire d6fini sur v (t).

ofl d6finir 1a d6riv6e g.r.npo.elle par rapport au champ fi 1g) :

6v +r+Arf: = l1o v- - _ .+t +.t _+r.
At+ o (x +A t u)- - v- (x')

ReEarque:

_ "l y:9 , on tetrouve 1a forEulation Eulerienne,
eE 61 rr:v , on retrouve la formulation Lagrangienne,

Ar

1

I
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2. tois de conservation

On expriue al'une palt f iocoDpressibiliE6 de lr6coulelneot :

.livv= o lovl

et alrautre part Ia conservation detla qusn!it6 de lllouvesent

(aoue forne oixte Euler-Lagrange) l)l ' l"l

ot. i.lri-il e1"a li)=aI"g *Pf llrvl

avec g : tenseur contrainte

? : fot""" voluniques

3. Loi de cooPorteoeot

otr utilise la 1oi de cornPorterDen! des fluides Newtoniens (incom-

;;";;i;i"" visqueux I i n6ai res) :

' +r)
l, = pdd +u (gradv+gtadv

avec p = Ptession

r gravit6 Par raPport au rdservoir

: vecteur rotation instantan6e

: oosition d'un point i par rapport au

centre de rolation

4. Force6 voluDique6

Les 6quaEions d'-'9"":::"ii'"::il:":'fl"1:;:,1::"r:: ;::::: :}i:
Dar rapPort au r6servott' -t
l.;.i;':;"" au mouvement d'entraineflent :

? <tr =t (t) -i tr tfu ?r - a{i - z ili
dt

lk'l

"o." E (.)
or (t)
r

)



5. Conditions initiales

S (o) = So position initiale de la surface libre
v (o) = y6 sur V(o) vitesses initiales.

6. Conditions aux lipires

On distiogue ici deux sous donaioes de EV(t) :

- la patoi :

. on applique une condition de non d6colleneot du fluide
par rapPort e 1a Paroi :

. on coaplEte par une co[dition de "froEtement,, :

de se d6placer le long de 1a paroi,

- 1a surface libie l7l

on appli.que ici 2 coadirioDs cin6tiques ;

, 1e glisseoent parfait 6r= O

.1a 1oi de capillarir6 i o --p +o +l)n -ex 
Er n7,

avec o = constante de tension superficielle
II
Et , n: = courbures de ]a surface l ibre

Pex! = pression dans Ie r6servoir
e! une condition cin6natique

i = <i.ir i
;=6i

TT

tg tg

(dt g= contrainte rangentielle

V!g= vitesse tangentielle

B = coefficient de frottement

ioterm6diaire entre une condition de glisseEenr parfait (B=O) et
une condirioo dtadh6rence parfaite (B?oo) habitu;IIe dans 1es
6quatioEs de Navier- Stokes (151, l6l).
Reoarque : Une condition au type i = O eopecherait 1a surface libre

sur s (t)



RESOLUTION NUMERIqUE

l. FofirulaEioll faible jlu problEoe

r) gsscg!9c-4s-E99YeEc1!

on Eultiplie scalairement 1'6quation ilu mouveloeB! Par,une varia-

;i;;i'i6;i"i" ""r 
t" 'oL'-'-v(t)' 

fonc!ion vectorielle a coE-

;;;";;"-;;;;i;"es et d d6tiv6es contiDues Par morceaux'

Aplas aPplication de Ia formule ile Green o obtient un problAde

faible:

Ytelo, r I tro,rver ? (x,t) , P (x't)

Iv(.) p(o(ri) + rw. - w.) a "i )6r '1 , EE

=-t 3 (6v.)
'w(t)

5;- rJ
J

v6rifiaot i

?v, dx

o)danfl

I ) ) da
'R2

d* * / a.,(.) 
(oij6vrr,.) d"

+ f ofi 6vi dx- v(t)

L,int6grale de bord peut s'6crire en se Plagallt-dafls ulr rePare

;"';;;;;"." tangents et noroal au bord sous 1a for,e :

| = | (o. i nj 6vi) d. = /a,r(.) (6., ' u '.f, or, 6ur,) d"

'av(r)

cette 6criture lrous PerEet alors d'expri'mer les conditioas aux

i;;i;"; ; = - Bi sur 1a Paroi P(t)
-Eg tg

+ o (l I )"n Pext it t iZ
sur 1a surface libte S(t)

oar=o

on a alors :

r-t r_e 6i +6v
' -'P(r) '- tc tg

* /s(r) 6ro (-r.*. * o (*,

I
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Droi 1e problEoe :

trou,erVtelo, rI i (x,r), p (x,r), v6rifient :

/u,., o tSSv:L) + (vj - wi) i_r! ) o,i a* =3*j

(r)
= - ,r_-, -, A(6vi)

' dxl oij d* + /.,(t) p fi6vi dx

* /r1.1 (-B i,r' ui., * 6v,, on; da

+ -r" ' 6vn (-P"*t * o (l + I 10"o(t) Rl R2

Beoarque : Pour la r6solution du problEne discr6tis6 et f int6gration
1""_a:*.: de bord comportant les tayons a. "o"rl"i. ii ."i .ra"."""i."de faire a oouveau ulre iot6gration par parties 

"rra "." a"aa". porr.
ll:o,tl:_ "". "oT?a..Ie fait que les rayons de courbure ne sont pas aeti_nIs partout. Ain8i on proc6dera come suit :

9e9-g' u-o-g9E3iE9_y_qc_glgctgi9"_?

S (t) est alors une courbe orient6e de Mo vers Ut extr6Eit6s de la
eourbe et parao6tr6e par s. oo a ai - i ou t est 1e vecteur uflitaire

ds R
ta[gent a S dirig6 dans les sens des s croissants. on peut a]ors acrire

/, (.)

<2)

R

+

ds = -f-. d (t .)'5(r) a-t' t ds

loi <url i (Mr) - 3i (Mo) i(Iro)l
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gce-g:us-qeEals g-!-4e-ileegc!ge-l

S (t) est a1o!s uae surface :

soit ? : (6,n)- U (E ,n) un Patan6tlage de S (t)

On peut d6fioir i, = 
# 

, i, = i* 1es vecteurs tangents a S

.a i - !^ i, 1e vecteur unitair:e norrral

1 1i,r irll

B! posart i = irr i, ". ? = i^ tz

0oa:
/t(.)

(3)

(l
RI

l)
'R2

16"l i
AE

/p-l s (t) (E - a (3,) i ) dE d n - .r--, ^.,.. 
oi (i aE*i an)

v ' --(t)

t - Esge:ieg-9 jsgssP:geslb-!E!e

on loultiplie scalaireBent 1'6quation de conservaEion de 1a nasse

p..,ro. i".i.tlon 6P d6fiaie sur 1e voluoe v(l), foncliofl conEinue

i"a toa""a,rt. on obiienE alors une formulation faible de 1a con-
dition d' incomPressibilit6 :

f t elo,r[ /vr.l ffi 6* = o

. - Cagegigs-99-vi!9sgse-!95tseI9g-i9e99.ess-99!-!e-Bqr9!

OIr dultiplie scalaireme[t lrEquation de vitesses norEales imPos6es

par ,rne ioactiot (6orr) d6finie sui P(t)' contioue pa! morceaux'

On obtieot alo!s 1a formulation faible :

! te ]o,r[ .r r(.) (6or,) uj .j d" = o. 
,,,

,l
I

I



2. R6solution

g!!9!g!iee!les_gets_1e_gesPs

Le sch6oa de _discr6tisation eo temps est ull sch6oa explicite.r,'inrervalle ]o,rI est s"bdi"i,t;; i";;;ir*'lT .#o'"a r.
Les lnconnues v, p,,on sont prises constantes sur les intervall,es
de remps -lt,t + At[; on I"" note it , ia, on.

6(") t +r +A T +r
6-t- =I--_;Yi , les variables y, p, on soot plises au

teDps t.

Les 6quarions (4) er (5) sont ca1cu16es pour i pris au teEpsr + At,

9betr-qeq_glese!!9_!1ste

Les composantes de Ia vitesse 
_

rrnis isopaiaijt;ir;;"";;=;:;.: i:"i"";::::lff"r,;:.0;:"u:i'j:::"
de degr6 o (consranres p"r riirt"j , "t'r. .onf.liIi. ;;;;i" 

"per des 616uents de degr6 t. n

Esse!ies!_se!ris!ells!
Le choix de 1a E6thode conduit.a r6soudre sur chaque intervalle detemps un systEEe de deux 6quatlons matricielles. La oi6i;--rEsurtent de ra disc16risaii." a.-rn -_^iii':=iil"r"li'IiEIir."
en Po6ant

{ p t}
{P'} = Io tl ,1n1

.--i r t+Attrl lv---l;-:r-, * [c 1.,t -,t)] {.,t} * [x,,u] {,t}

= [K,J {pt} * {Ft}

:-O-y_:":,rn" matrice diagonatis6e par lurping (qui 6quivaut i unelnlegratlon nuo6riqtre donj l,erreur est de Eeee ordre que ceIleoue a l'approxiuation de;) et oi xvp 
"", """..a.i." Ilia.ia"r.,.".

Dans 1'6quatioE (t) 1a d6.iv6e d(i) est epproch6e par :

J40



oo"nd tvrl et lPtl sont connus'

].nna p.t une 6quation du tYPe :
on connait exPliciteBeflt 1't +A 1)

aL (5) conduit a des 6quations

seule Peut s' 6crire :

(6) {,t + at1 = 1t [ul-l [r,rl {rt} * {rvt}

(7) [Kp,l 1"t*Alr={o} 
- - ,.r

"r [rn,l = lK"ol

s!&e!i$ee-!reqs!leire
e chaque Pas de teDPs

a) oo connait {vt}
t) o. "*p.i." 1 : 

i':"01::"i:i::ff ;:.li t::"$l:i'I.::
imPos6e aPPliqu€es sur l

L,6lininarioB d. {.,t * at} entre 1es 6quations 
"l-:: 

tl]

a tr r6"otutioo d'un systaDe lin6aire d'inconoue tP lsorE

0n peut alors r6soudre (8) par une o6thode ililecte appliqu6e i 1a

:.:,." i;;:i ^'-i:]-' rl*[ 
i ; e ; d6teroin"' :::] :..:":0u,,

dire les ciaoPs {ot} "t {on'} puis en d6duire 1e chaoP tv

,-r,"rO. O" (6) (discr6ti;ation de Navier.- Stokes) v6rifianr

i"i "."irii."" 
arincoopressibilit6 et de vitesses uornaLes

impo s6es.

La discr6tisation
natricielles qul

des 6quations (4)
regroup6es eo une

vitesse normale
1' 6quation (7) '

conduir

(8) lKpvl ar [ul-r lr.,,olr {et} = - [xou1 ttut]

347
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0n peut auasi r6soudre globaleEent Ie systaDe (5) _ t7) par rne06rhode du r)rpe,Gauss-sieCel ad.p+6" e;;; 
-;;-.;.rli" li,lii'l "rr""r".ra .atrice Lxr"l ac [u]-, [xr.,,J

c) on d6plece 1a surface 1ib!e

on. passe du doDaioe V(t) au donaine V (t+A T) par unsch6na erpl ici te I

(9):: t+At +tx + At. u-

pour tout it .pp..a.o..ra au dcrmaine Euler-Lagrange (oi 1,on
rappelle que it = 1]t. i.). i.",,. r. ",r.r.". riti. s.)
On retourne a1o!s en a) pour le pas de temps suivant.

CONCLUSION

Le foroalisme Dixte Eule!/Las
apprique pl,,i i;;';.;;i;;::"::an8e"est Eaintenant coura@ent
Prusreurs Eilieux fluides. .",::"tt':: libre' interface entre
aussi bien a a"" ai='.iiii.;;:l:'9:":]"id""-structures' associ6
tlnrs. trns olttErences finies ou Eldments

ffi;l'3:i:Hi;,:",j;3:.1::1':i, eLc,,d6veropp6 par le Los

'.o"." rini"" -p!J";;;"a;;;'l"l::: des 
.disc16t i sations dirr6-

henrs.rinis. r,! p.i". ;;^:;;;lt:: e des discr6tisations 6r6-
aux li,ite6 

"". p".,i."i'iiiIJ::.':-:?Yt' sorte de conditions
nE raclle en 6l6Dents finis.

Nous renercions 1a Soci6t6 A6rBaI i stiques .t sp." i.r*""";^i' liltLitl",. o; "i s ion Eng ins

;;ffi#' 
" 
:'.ff;iffi *t,r:uii';:':-'.';.T:i';::::i,":.qu, i r s no.s .".'j.".c" -ri,ii,i:T:;;ii:" 

ii:; .,:..:";::; i;,".
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