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RESOLUTION PAR UNE METHODE
D'ELEMENTS FINIS MIXTES
D’UN PROBLEME D’ECOULEMENT TRANSITOIRE
A SURFACE LIBRE

J.M. DARVES-BORNOZ'"") P. GENDRE"} E. CORDAN"

RESUME

On adapte ici l'algorithme MAC utilisé dans la discrétisation
par différences finies des écoulements incompressibles tran-
sitoires 3 une méthode Eléments finis en vitesse-pression (la
pression &tant approximée d'un ordre inférieur par rapport aux
vitesses). On utilise un modéle mécanique EULER-LAGRANGE arbi-—
traire permettant de prendre en compte le déplacement de la
surface libre. On prend en compte les effets d'entrainement dus
aux mouvements du réservoir, la gravité et la capillarité.

e

This bilingual work in two volumes edited by E. ABSI, R. GLO-
WINSKI, P. LASCAUX and H. VEYSSEYRE consists of 90 papers
(42 in English, 48 in French) presented at the 29 International
Congress organized by the “ Groupe pour I’Avancement des
Méthodes Numériques de I'Ingénieur” {(G.A.M.N.l.) by specia-
lists of the following topics :

Recent results in finite elements, optimization technics and
optimum design, non linear behaviour, elasto-plasticity, fracture
mechanics, homogenization and composite materials, fluid
mechanics, energetics, numerical software.

Engineers and members of universities will find in this work
the information they require on advanced methods of nume-
rical analysis.

L’ouvrage bilingue en deux volumes réalisé sous la direction tech-
nique de E. ABSI, R. GLOWINSKI, P. LASCAUX et H. VEYSSEYRE
““Méthodes numériques dans les sciences de I'ingénieur”, regroupe
90 communications (42 en anglais, 48 en francais) présentées au
2¢ Congres International organisé par le Groupe pour I'Avancement
des Méthodes Numériques de I'lngénieur (G.A.M.N.l.) selon les
thémes suivants:

Méthodes des élements finis (résultats récents), optimisation et
conception optimale, comportement non linéaire, comportement
elastoplastique, mécanique des fluides, homogénéisation et maté-
riaux composites, mécanique de la rupture, transfert énergétique,
logiciel numérique.

Ingénieurs des domaines précités, universitaires et chercheurs
pourront trouver dans “Méthodes numériques dans les sciences de
I'ingénieur” les informations qu’ils souhaitent sur les modes avancés
d’analyse numérique.
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INTRODUCTION

On désire &tudier le mouvement d'un liquide contenu dans un réservoir
soumis i diverses solicitations.

On se donne :

- la géométrie du réservoir (sous forme de maillage représentant
section plane en 2D, ou de maillage volumique en 3D). :

— les constantes physiques du liquide :
- la masse volumique p
- la viscosité cinétique u

- la tension superficielle ode 1'interface liquide/gaz.

= la position initiale de la surface libre S(o)

— le champ de vitesse initial dans le volume V(o) délimité par la
paroi P du réservoir et S(o).

- les conditions aux limites sur la paroi P,

- les forces volumiques (de gravité et d'entrainement dues aux
mouvements du réservoir).

MODELE MECANIQUE

La modélisation du déplacement d'une surface libre ou d'une paroi
déformable nécessite la formulation des €quations de la mécanique des
milieux continus en variables de Lagrange. Il est, d'autre part,
habituel de traiter les milieux fluides en variables d'Euler.

On peut concilier les deux approches i condition d'adopter un forma-
lisme défini comme &tant arbitrairement Lagrange - Euler (|2f,l3|).

1. Cinématique

Dans le domaine variable dans le temps V (t), les &quations de la
mécanique des milieux continus sont formulées par rapport i un champ
de vitesse w (x, t) arbitraire défini sur V (t).

On définit la dérivée tempgrelle par rapport au champ W (t) :

Sv 2 >t +A t
- = lim v

E At+ o

x+twt -F &5

At

Remarque :

-+ _ >
si giig » on retrouve la formulation Eulerienne,

et si w=v , on retrouve la formulation Lagrangienne.
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2. Lois de conservation

On exprime d'une part 1'incompressibilité de 1'écoulement
-
divv=o0 |Dv|

et d'autre part la conservation de la quantité de mouvement
(sous forme mixte Euler-Lagrange) (3] |4]

P8 |G -W mgma [F)=dlvg ot it

avec g : tenseur contrainte

<>
f : forces volumiques

3, Loi de comportement

On utilise la loi de compor tement des fluides Newtoniens (incom—
pressibles visqueux linéaires) :

: .=pid + U (grad v+ grad 3T) |kC|

avec p = pression

4. Forces volumiques

Les équations de conservation étant formulées dans un repére fixe
par rapport au réservoir, il convient de rajouter les forces d'i-
nertie dues au mouvement d'entrainement :

-+ >, >
r-2whv

'f’(t)=?£(t)-$r\($1\¥)-d3m
dt

avec (t) : gravité par rapport au réservoir

(t) : vecteur rotation instantanée

HY E4 0¥

. - . =¥
position d'un point X par rapport au
centre de rotatiom




Conditions initiales

S (o)

il > . o
v (0) = Vo sur V(o) vitesses initiales.

So position initiale de la surface libre

Conditions aux limites

On distingue ici deux sous domaines de 3V (t)

- la paroi :
. on applique une condition de non décollement du fluide
par rapport a la paroi

> >
n

V. = O

on compléte par une condition de "frottement'

Bl .
(0, = contrainte tangentielle
= vitesse tangentielle

f = coefficient de frottement
intermédiaire entre une condition de glissement parfait (B=0) et
une condition d'adhérence parfaite (B oo) habituelle dans les
équations de Navier- Stokes (|5[, |[6]).

Remarque : Une condition du type V=0 empecherait la surface libre
de se déplacer le long de la paroi.

- la surface libre |7|

on applique ici 2 conditions cinétiques

le glissement parfait gtg 0

. la loi de capillarité : g =-p + g(l + 1)
n ext Rl R?

avec 0 = constante de tension superficielle

] %2 = courbures de la surface libre

= pression dans le réservoir

=]

ext
et une condition cinématique

- -+ > >
w = (v.n) n

- -+

s I sur S (t)

St



RESOLUTION NUMERIQUE

|. Formulation faible du probléme

a) équation_du mouvement

On mulgiplie scalairement 1'équation du mouvement par une varia-
tion 8V définie sur le volume v(t), fonction vectorielle & com—
posantes continues et 5 dérivées continues par morceaux.

Aprés application de la formule de Green on obtient un probléme
faible :

=
VEE|0, T | trouver v (x,t) , p (x,t) vérifiant :

I B
VE) pOGD Ly - wy) a_:_i,) § v, e

]

-f 3 (6v.)
v(t) — i Uij dx + [ v (t) (GijSVinj) da

+ fv(t) pfi dvi dx

L'intégrale de bord peut s'écrire en se plagant dans un repére
de vecteurs tangents et normal au bord sous la forme :

. -
1= 7 (Gij nj Gvi) da = fav(t) (0tg . 6+ vt§ % Gvn) da
v (t)

Cette écriture nous permet alors d'exprimer les conditions aux
limites 2 == Bﬁ sur la paroi P(t)

tg tg

o = - +a (1 1)
n pext Rl T R2

. sur la surface libre S(t)
tg = 0

On a alors @

-+ -
1= IP(t) (-8 vtg thg + 6vn cn) da

PR

+ J §v_ (-p +0 (1
SiE) n ext 'E R2
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D'ol le probléme :

= - -
trouvet'Vte]o, T[ v (x,t), p (x,t), vérifiant :

fV(t) ¢ (.§_£l£) + (vi = wij) 3 vi ) 6vi dx =

9 xj
Vg 9(68vi) .. § s
- v(t) = oij dx + fv(t) p fidvi dx
> >
* IP(t) (-8 vtg' 6‘tg + vy on) da

+ f 8Vn (-p +0 (1L +1) da
8(t) ext Rl "2

Remarque : Pour la résolution du probléme discrétisé et 1'intégration
des termes de bord comportant les rayons de courbure il est nécessaire
de faire 3 nouveau une intégration par parties sur ces termes pour

prendre en compte le fait que les rayons de courbure ne sont pas défi-
nis partout. Ainsi on procédera comme suit

cas_d'un domaine V de dimension 2

S (t) est alors une courbe orientée de Mo vers M] extrémités de la

- . - e -+ " S
courbe et paramétrée par s. On a dt = n ou t est le vecteur unitaire
ds R

=

tangent 4 S dirigé dans les sens des s croissants. On peut alors écrire :

k §v.n ds = - d @v) -
S(t) R ‘(S(t) ES—-"‘— « £ ds
2) + |6V 1) T 1) - B (Mo) € (Mo) |
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Cas d'un domaine V _de dimension 3

§ (t) est alors une surface :

goit P : (E,m~+ M (£ ,n) un paramétrage de S (t)

P i -+ -+ - 'a
On peut définir T, = %% » I, = 5%' les vecteurs tangents a S
- > e i .
etn=TA T, le vecteur unitaire normal
-
ExsAl
En posant T = A %I et s = ;A'%Z
On a :
&
fe,  Sv.nm (1 , 1) da-=
BEE R R2
(3)
-+ > -+
Imis ) @ Bw 5 -2 @) THdEdn - g 8V (F dErs dm)
3t an

b - Equation d'incompressibilité

On multiplie scalairement 1'&quation de conservation de la masse
par une variation Sp définie sur le volume v(t), fonction continue
par morceaux. On obtient alors une formulation faible de la con-
dition d'incompressibilité :

Ve elo.t[ Ty ngjavj I

¢ - équation de vitesses normales imposées sur la_paroi

On multiplie scalairement 1'&quation de vitesses normales imposées
par une fonction (50n) définie sur P(t), continue par morceaux.

On obtient alors la formulation faible :

¥ te Jo,T[ 7 P(t) (80.) V. da = OW /




2. Résolution

discrétisation dans le temps

Le schéma de discrétisation en temps est un schéma explicite.
L'intervalle ]O,T[ est subdivisé en intervalles de tempsA T.

> . .
Les inconnues v, p, Un sont prises constantes sur les intervalles
2t +t
de temps ]t’t + At[ ; on les note V-, p-, o,

Dans 1'&quation (1) la dérivée 5(3) est approchée par
t

sy © _;t+AT_¢t
St B

» les variables v, p, o, sont prises au
At

temps t.

->
Les équations (4) et (5) sont calculées pour v pris au temps
t + At.

. - _ o
Les composantes de la vitesse v sont approchées par des éléments
finis isoparamétriques de degré 1, la pression p par des &léments
de degré o (constantes par maille), et la contrainte normale o

par des &léments de degré 1.

équations matricielles

Le choix de la méthode conduit i résoudre sur chaque intervalle de
temps un systéme de deux Equations matricielles. La premiére
résultant de la discrétisation de (1) - (2) - (3) peut s'écrire

en posant

Pt
2%} - FU t} :
n

1= s
[M] {v -v_} g [C 't - wt)] vt} + [Kyvj v}

At
= [k,,] &+ 7%

ol M est une matrice diagonalisée par lumping (qui équivaut i une
intégration numérique dont 1'erreur est de méme ordre que celle
die 4 1'approximation de v) et ol Kvp est une matrice rectangulaire.

346




t ’ . .
Quand {v} et {P%} sont connus, on comnait explicitement {v*- +A T}
donné par une gquation du type @

) tot ¥ 45 = ac ]~ (Kl (et} + {¥v%}

La discrétisation des équations (&) et (3) conduit a des équations
matricielles qui regroupées en une seule peut s'écrire :

t + At
) [va] {v } = {0}
oa [k ] = [X,.l T

algorithme transitoire

3 chaque pas de temps

a) on connait (vt}

b) on exprime 1'incompressibilité et la condition de vitesse normale
imposée appliquées sur 1a configuration V(t) i.e. l'équation (7).

t + At

L'élimination de {v } entre les équationms (6) et (7) conduit

= - 5 - o . £ 5
i la résolution d'un systéme linéaire d'inconnue {P }soit :
Yy

® (K] o ]! [KVP]T % = - [k {Fv")

On peut alors résoudre (8) par une méthode directe appliquée 4 la

matrice [K ] At [M]-l [K ]T i ; e ; déterminer (Pt) c'est
Ll Py t +4 T}

s

dire les champs {pt} et {Unt} puis en déduire le champ {v

i 1'aide de (6) (discrétisation de Navier — Stokes) vérifiant
les conditions d'incompressibilité et de vitesses normales
imposées.

347
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On peut aussi résoudre globalement le systéme.(ﬁ)'— (7)'paf une
méthode du type Gauss—Sig?el adaffée POUr ne jamais avoir i calculer
la matrice {va] At [M] -

c) on déplace la surface libre

on passe du domaine V (t) au domaine V (t+A T) par un
schéma explicite

Nz e+ A e | A, 2

-+ . =
pour tout xt appartenant au domaine Euler-Lagrange (oii 1'on

rappelle que Wt o= (;t. ;t). ;tsur la surface libre S.)

On retourne alors en a) pour le pas de temps suivant.

CONCLUSION

Le formalisme mixte Euler/Lagrange est maintenant Couramment
appliqué pour les problémes de surface libre, interface entre
plusieurs milienx fluides, couplage fluides—structures, associé
aussi bien 3 deg discrétisations différences finies ou éléments
finis.

Les algorithmes du type ICE/SOLA, etc, développé par le LOS
ALAMOS Scientific Laboratory pour desg discrétisations diffa-
Trences finies peuvent &tre adaptés 3 des discrétisations &lé-
ments finis. La prise en compte de toute sorte de conditions
aux limites est particulidrement facile en éléments finig,

Nous remercions 1la Société AérosPatiale, Division Engins
Balistiques et Spaciaux qui a Supporté financidrement ce
travail, et Messieurs VAN GOETHEM de JRC Ispra Euratom et
POULARD et QUILQUINI de CISI-Cadarache pour les conseilsg
qu'ils nous ont donnés pour 1a modélisation de ce probléme.
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